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本 书 是 日 本 档 疲 书 巾 出 版 的 现 化 应 用 坎 学 站 书 必 一 的 中 饥 
此 + 主要 介绍 近 贷 地 解 微 秀 方程 的 各 种 广 尘 。 全 书 可 大 为 三 部 
分 。 第 一 部 秀 是 一 般 持 关 虚 的 近 候 解法 ， 第 二 部 芬 分 档 由 汰 芬 
方程 来 作 过 供 辞 算 4 第 三 前 分 研 沈 莫 动 法 贡 渐 近 展 开 有 关 的 于 


本 书 介 示 的 这 亿 解 法 种 类 很 委 ， 对 每 一 种 方法 都 有 其 便 例 
于 可 菇 器 站 ,并 十 当地 指出 了 一 些 理 租 依 据 。 可 供 工程 技术 人 
员 , 效 学 工作 者 特别 是 针 算 数学 工作 者 窜 考 。 

原 书 分 三 胡 出 版 , 现 侣 并 成 一 才 。 


徽 熙 方程 式 几 近似 解 湾 II II 
[日 ) 加 丝 散 尖 莫 时 宏 所 本 英 典 中 田 缆 元 ， 
E 潜 志 店 1958 


, 现 举 呈 局 
入 基 户 面 的 提起 解法 
技术 or 江 S 术 


上 海 科 学 技术 ， 


Eva Lk 第 油 侈 二 路 450 导 】 
上 橙 市 专机 出 版 丁丁 三 出 093 各 


二 瘤 大 东 策 成 联合 印 前 三 厚 刷新 华 书 沾 上 海 居 行 所 发 行 
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这 一 套 书 是 横 据 日 本 岩 波 书店 旧版 的 “现代 虚 攻 数学 讲座 " 番 
钼 而 成 。 日 交 厌 书 共 了 5 窟 60 册 ,分 虚 太 .B 两 粗 , 各 稿 有 序号 。 
蝎 在 翅 原来 同一 题目 分 成 两 朋 或 三 和 的 加 以 合并 ， 整理 成 色 种 
不 另 分 粗粮 号 , 陆 蒋 翻 桔 出 版 。 

芝 套 书 涉及 的 面 很 广 , 共 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 


一 定 参 考 价值 。 侠 一 本 书 收 集 的 资料 都 比较 丰富 ,而 叙述 扼要 , 逢 “和 
幅 不 多 ,有 利于 藏 者 以 以 得 时 间 掌 手 有 关 学 科 的 主要 有 内容。 虽然 ，-. 选 当 
这 套 书 的 某 些 观点 不 足 适 合 于 我 国 的 情况 , 但 其 方法 可 人 殿 穴 考 。 汪汪 


因此 , 寻 译 出 版 这 一 套 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 签 的 。 

由 于 日 交 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆续 出 版 的 ,写作 时 间 。 有 
和 和 铸 幅 的 限制 厅 可 避免 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 前 
能 地 焉 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 奸 本 中 , 特 请 译 者 或 校 闭 者 搜 写 序 ”二 


或 后 记 , 以 介 般 有关 学 科 的 最 近 发 展 状况 ,并 对 公 书 内 容 作 一 些 装 “汪汪 
价 , 提 出 一 些 看 法 , 烙 合 我 因 情 驶 补充 一 些 资料 文献 , 在 文 内 过 于 -2 
箱 咯 或 不 足 的 地 方 添加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 错 “六 


噶 。 项 饪 这 些 工 作 能 对 评 者 有 所 攻 助 。 .入 
承担 盎 衣 和 校 关 的 同志 ,为 提高 书 籍 的 质量 付出 了 巨大 劳动 ，， 车 

在 此 特 致 以 识 音 的 澳 瘟 。 
欢迎 入 者 对 本 书 提出 批 峡 和 管见 。 
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正 塌 移 点 近 履 近似 的 精密 化 器 ) 
和 人们 
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0 EE 
n= 二 由 交情 形 
和 竺 一 1 的 博 形 
一 <<0 的 捕 形 ， 
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前 于 
$1 本 书 的 基本 精神 


如 果 级 , 古 几 的 “应 用 数学 ”和 微分 方程 的 解法 具有 相同 的 琴音 , 基本 上 上 


是 丽 存 第 名 的 。 师 热 ,这 种 癌 汪 因 现 代 应 用 关上 学 的 种 关 胃 为 厂 旗 而 不 和 驶 正确 
了 了。 狂 古 ， 微 分 上 碳 程 在 入 用 考 综 中 仍 估 占有 重要 的 地 位 ， 这 一 点 并 谱 有 糙 膏 
的 改变 。 

微分 二 程 在 理 葬 上 或 应 用 上 部 有 具 和 人 息 和 名 的 历史 ， 分 支 允 极为 广泛 ， 企 图 
类 号 一 部 完整 的 微分 步 可 书稿， 必 基 弄 众多 汐 态 具 和 大 量 的 简 岂 。 因 丝 ; 师 
使 梨 本 从 书 这 样 的 一 部 韦 , 也 很 难 达 到 这 个 感 党 。 汪 而 关于 常 微分 已 程 和 做 
微分 太 程 的 起 亲 型 藤 ， 称 分别 育 融 六 的 碍 日 ， 功放 玉 灾 分 法 为 主 购 假 舌 分 
态 程 的 和 解法 ;出 单 租 出 进行 了 探 半 ; 扬 训 本 书 的 日 的 , 卡 要 只 是 天 和 壕 近 概 地 解 
微分 万 程 甩 答 种 吉 法 。 国 而 在 林 书 里 拌 汉 有 完整 的 上 太 法 的 理 褒 。 只 不 过 是 
到 诺 耶 一 些 一 般 的 太 社 而 己 。 

本 省 概括 二 各 为 微分 方程 的 近代 解法 。 但 实 肤 上 ; 笑 分 方程 的 种 类 概 六 
繁 条 ,所 用 的 才 法 也 是 千差万别 ,要 起 把 这 些 都 坪山 来 是 不 可 能 的 . 对 于 特殊 
闵 题 , 述 有 和 通 侣 它 的 峙 环 瑟 证) 因此, 近 忆 步 法 的 一 般 理 杖 是 不 存在 的 。 从 于 
和 在 微 耸 目 程 近似 解 匡 的 名 称 下 , 帘 竞 庶 和 拓 一 些 升 双 内 容 , 亦 丰 得 明 太 。 得 
是 ， 洲 目 到 微分 方程 程 常 不 能 摧 到 正确 解 ， 起 用 完善 的 理 静 来 解雇 半 题 相当 
车 难 ,因而 如 大 这 个 瑚 目 和 还 是 必要 的 。 模 牛 这 种 情况 ,本 书 选 择 了 特殊 性 特 帅 
区 的 睹 磅 -一 般 的 , 具有 代表 性 的 近代 解法 , 着 尽 可 能 以 折 朝 的 态 许 , 在 就 一 
的 观点 下 予以 祈 明 。 希 望 不 要 把 站 这 困 所 提 册 的 方法 , 当成 包括 一 切 近似 解 
的 右 凌 。 此 汗 , 将 妆 乱 地 选 内 的 材 和 基尼 入 一 整理 ;也 是 太 困 难 的 工作 , 崩 于 
敬 澳 的 能 力 ; 因 时 本 书 闪 容 显 得 乔 洒 ;希望 收 寺 做 解 。 

本 书 的 盐 本 精神 ， 巨 燥 .和 这 ， 关 于 微分 天 程 的 盐 本 知识 ， 希 刻 季 考 有 站 
书 箱 。 在 这 里 慨 定 凌 玫 已 多 学 所 了 一 般 知 | 就; 例如 已 知 亿 微分 态 程 大 疏 分 为 
本 图 于 殉国 融 、 扼 物 开 等 。 
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为 了 方 恒 起 中, 将 整个 内容 分 为 三 个 部 分 。 

第 一 部 分 是 比较 简 益 ,而 且 是 吉 典 的 近似 解法 ; 然而 它 具 将 一 般 性 , 夫 中 
有 圾 数 展 开 法 ， 将 微分 方程 变 为 积分 方程 的 近似 解 斌 ， 逐 葡 近 世 苇 及 变 分 法 
凌 。 艇 数 必 开 社 在 “正确 ”解法 中 也 常用 ; 但 这 里 是 从 近似 秘法 的 角度 来 草 述 
的 。 积 分 大 程 的 内 容 不 早 于 本 书 的 范围 ， 忆 是 它 和 微分 右 程 育 窒 急 的 关 和 柔 ， 
所 以 特有 关 的 必要 的 部 分 , 列 入 本 书 中 。 逐 次 近似 法 虽然 可 直接 应 用 于 微分 
方程 ， 热 而 普通 都 是 将 间 题 化 为 积分 去 程 ( 或 与 此 相当 的 )， 然后 再 用 这 个 沪 
法。 恋 分 鞭 的 解 尘 不 一 定 属于 古典 的 近似 解法 , 但 为 了 方便 起 见 , 也 把 它 乔 
大 这 部 分 中 。 这 种 方法 在 “ 迹 分 法 及 共度 用 ”一 书 中 还 要 涉及 到 , 希 训 蔗 者 一 
间隔 续 。 第 一 部 分 主要 是 出 中 因 淤 元 大 时 的 。 

第 二 部 分 是 用 闫 分 态 程 来 近似 计算 微分 万 程 ; 从 而 将 天 题 时 精 成 有 限 个 
浆 数 购 方 程 { 通 常 是 代数 方程 ) 。 这 个 三 法 本 米 是 最 原 引 的 , 最 近 却 迅速 地 发 
展 起 来 。 这 是 因为 虽然 它 的 原理 非常 入 单 , 但 计算 比较 晓 逢 ,在 计算 机 器 向 
不 做 选 的 年 代 里 ,是 不 便于 诺 用 的 。 因 此 ,在 用 笔算 的 时 代 里 ,几乎 豪 无 用 处 。 
得 从 使 用 手 摘 计 算 机 以 后 , 它 就 被 逐渐 重 吏 起来。 然而 除 特殊 请 况 和 让; 还 只 
限于 解 常 微分 方程 ,而 且 只 在 苇 他 才 法 不 能 解决 时 , 作为 最 后 手 咒 站 使 用 它 。 
痕 实 上 、 用 这 个 当 计 要 想 求 得 较 好 的 近似 解 ， 必须 把 差分 区 月 或 格子 并 隔 分 
得 越 家 越 好 ,可 是 未 知 数 的 数目 太 大 时 ;在 计算 上 就 公 感 到 麻烦 。 

现代 由 于 高 速 计算 机 的 上 出现， 情 天 就 完 公 不同 了 。 虽然 高 速 计算 机 不 是 
万 能 的 ， 伍 它 能 够 解 售 有 相当 多 个 未 知 数 的 访 程 ， 以 到 能 用 差分 法 解 依 微分 
方程 。 这 是 一 种 不 拘 证 程 形式 的 一 般 的 方法 。 随 其 计 筑 机 的 航 展 , 它 的 应 用 
价 依 也 还 兴 增 大 ， 所 以 它 是 将 来 最 有 着 综 的 近似 解法 。 为 了 有 效 地 利用 它 ， 
对 于 在 理 认 上 的 研究 ,; 术 共 是 在 廊 盖 的 俏 计 方 面 , 极为 重要 。 由 于 这 种 原因 ， 
所 雇 在 本 书 中 关于 用 差分 法 的 近似 解法 ， 在 理论 上 的 探 村 占 的 篇 凯 比 较 多 。 
所 钴 这 种 十 法 不 掏 于 方程 的 形式 ， 只 是 毅 任 徊 形式 的 方程 部 本 适用 ， 但 不 是 
党 昧 着 应 用 时 的 具体 方法 在 任何 时 民 都 一 样 。 实 际 上 ; 一 种 差分 格式 是 否 合 
适 , 对 杭 闸 型 和 飞 明 型 方程 的 刊 叶 法 ， 很 明显 地 就 党 全 不同 。 第 二 部 分 由 芯 
田 迪 技 笔 。 

纠 二 部 分 是 所 奇 莘 的 问题 中 台 有 小 伏 数 5 当 5 玉昌 国 :的 ] 机 组 榴 拥 。 闻 
就是 研究 所 家 择 动 法 及 酒 近 展开 的 有 关门 题 。 这 类 并 题 在 移 理 和 工程 学 上 
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称 常 出 吏 。 当 解 可 恬 开 为 5 的 儿科 数 时 称 之 为 报 动 法 ， 不 能 展开 时 称 之 为 浙 
江 展 首 , 但 这 入 区 别 闻 不 下 超 对 的 。 印 或 硬 背 通 和 代劳 摄 动 法 ， 而 实际 上 只 是 
潮 近 娃 开 的 情 闹 冰 笋 多， 控 这 种 课 祥 来 坑 ， 这 里 村 葵 的 问题 本 质 上 是 潮 近 展 
开 理 葵 。 和 在 这 邯 张 天 的 本 论 中 ， 对 可 的 WKB 法 和 PLEK 法 计 识 得 比 
腔 阁 尽 。 人们 在 流体 力学 下 广泛 的 应 用 。 第 三 半分 主要 由 柄 不 英 暴 粮 写 。 
本 书 鸭 全 部 站 划 ; 太太 各 抽 的 分 Ty 荐 由 准 体 次 者 夫 问 讨论 阅 硝 窒 的 。 


$3 记号 和 方法 


.上 所 壕 ， 时 然 本 书 力 求 内 容 . 上 萄 一 ; 但 仍然 作 得 很 不 够 。 所 使 用 的 太 
陵 也 是 各 种 各 样 。 由 于 疝 题 的 性 质 ， 我 们 必须 较 夺 的 借用 证 国 分 析 的 记 身 和 
术语 。 

此 用 证 半分 析 的 方法 探 时 微分 方 积 是 很 自然 的 ， 这 也 是 泛 病 分析 的 目 
标 之 一 。 对 了 数学 工作 者 闵 咀 是 没有 同 题 的。 在 本 候 商 中 3 引入 了 很 多 抽象 


数学 的 项 目 ， 特别 是 坝 症 了 证 贾 分 析 项 中 因此， 对 于 用 本 凡 才 学 习 应 用 数 


半 的 大 来 坪 * 不 :全 感 钉 不 广 便 ， 几 | 攻 具 历 风 的 短 夫 来 看 , 学 应 用 数学 的 人 ,对 
拉 半 类 于 和 交 术语 和 吉 寻 条 少 有 时 不 感 兴 起 ， 轩 此 在 和 应 用 关系 最 密切 和 的 本 
挫 书 中 有 必要 对 所 恒 用 的 证 换 分 析 的 记号 加 以 琉 明 。 营 者 已 遂 力 求 尽 可 能 
荫 岁 示 使 用 搜 得 的 术 辣 和 记号 ， 但 这 也 记 一定 限 度 。 央 为 旭 杂 完 公 不 使 用 ， 
反而 参合 考 示 式 元 长, 琵 述 不 明确, 这 样 伐 , 用 避 洛 有 和 纤 何 好 处 。 所 以 我 全 时 
扯 具 在 必要 时 ;最 小 有限 座 地 使 用 抽 散 数学 败 筷 号 和 术语 ;着 党 这 者 以 艇 。 

以 向 厢 使 用 的 站 要是 术语 和 记号 ;着 球 攻 全 使 用 措 和 这 堵 学 或 泛 贺 分 析 中 
的 蒂 高 深 的 肝 关 定理 。 因 而 只 四 请 寺 篇 单 地 复 习 一 下 所 甩 到 的 必 轰 多 术 语 
各 配 号 就 鼓 了 ， 这 祥 作 涉 会 有 人 慎 牙 困难 。， 为 了 评 玫 性 便 起 见 , 就 木 书 丢 常 出 
更 时 肛 关 区 [下 室 胆 的 几 个 记号 加 凡 家 表 , 过 帮助 祥 堆 进行 复习 。 只 者 把 这 里 
的 吕 明 旷 加 次 轩 ; 妈 对 本 沪 内 容 的 理解 上 上 , 计 不 全 有 任何 困难 。 

1 上 才 从 闻 ”名 分 上 右 程 或 者 一 般 裁 学 分 析 的 中 心 内 题 ， 是 儿 沉 一 个 或 
几 个 变数 (将 它们 一 并 53 天 加 一 (0 a 的 国安 #6) ,对 此 醒 数 攻 fo) 
进行 微分 运 代 ， 积 分 运算 或 代数 运算 ， 和 并 天 重 芯 六 的 关系。 但 是 在 省亲 分 析 
上 将 曾 数 wtw) 看 做 是 点 ， 称 为 点 z， 所 衣 册 是 指 菜 “ 鹤 并 ?的 点 ， 此 空间 是 后 
类 图 阁 交 集合 所 成 科 函 数 室 央 ， 有 有 各 秒 各 样 鸭 出 数 空 用 ;下面 兴 见 个 例子 。 

水 入 秽 数 的 合体 古 一 个 贡 数 空间 ,， 正 确 地 如 ， 是 定义 在 以 z= (gy vw， 
的 区 域 DD 上 的 这 和 丁 数 的 本体 常 以 OD) 三 孙 。 及 将 在 卫 


Yo ~ ™ Oo TY 
we 和 _ 一 1 EE - 四 _ =- - TY 二 证 全 向 加 
1 we =- 

可 _ 一 ， 上 


学 
前 营 
- 上 严 阶 导数 天 粮 的 西数 他 休 放 作 0%(D) (时 加 = 2 时 ;间作 CC 
等 ) , 特别 当 力 是 a 各 sw 委 6b 有 时， 到 作 Ca 本 Cr[a 上 门 ， 落 沪 有 必要 指 二 


> 注定 六 域 时 ， 简 单 地 叶 它 们 为 OC，Cm， 因 而 #E 0 (uw 属于 人 和 噬 是 连 核 歼 

. 数 ?的 意义 是 相同 的 。 蔷 旭 zE G3 是 指 的 藉 阶 导数 种 统 "。 这 里 虽然 只 是 

节 区 了 开 个 字 , 但 是 如 果 使 用 的 次 数 很 乞 时 ,就 可 以 节 构 很 大 的 篇 幅 。 
2) 上 距离 空间 1 入 岁数 袜 前 的 概念 ， 不 仅仅 起 为 了 节 移 字数 而 梁 用 的 和 

简略 记 法 ， 将 蓝 通 宝 间 中 的 几何 松 念 适当 地 扩张 到 获 数 空间 申 ， 加 以 有 效 地 

利用 ， 籽 是 我 从 的 意图 之 -~-。 例如 画 点 的 距离 就 是 其 中 之 一 。 对 男 数 空间 


0 Gm 稀 ， 可 适当 地 定义 两 点 #4, 4 的 让 离 。 例 如 万 为 于 区 天时 , 一般 在 空间 
CCD) ,用 | 
max |] 全 上) — vw) | | {3.1) 
定义 陌 虚 ww 的 想 离 。 以 后 要 常常 用 到 这 种 定义 。 刁 是 距离 概念 并 不 是 固 
定 不 变 的 ;因而 次 有 理由 必须 采用 上 面 的 定义 。 对 全 先 粒 定 的 匡 堵 TF (2) = 人 0 和 
也 可 以 采用 , 
[ww) — v(m | 
a 03.2) 
作为 蝶 况 的 定义 。 以 后 特 称 常 使 用 这 个 定义 ;有 叶 也 深 用 > 
| jz) — v0) az (3.3) 
作 泡 距 误 的 定义 。 总 之 ;根据 针 理 间 题 的 方便 ,可 使 用 适当 的 定义 。 0 加 


但 是 定义 距 癌 松 久 ,至少 杰 满足 以 下 的 条 件 : 
(i ) 和 相间 点 的 路 离 汐 0, 相 异 两 点 的 距 启 为 下 。 
(让 ) 两 点 &% z 的 诺 离 与 4+, % 的 距离 相等。 , 
(i) 三 仿 形 任何 二 边 长 熙 的 和 不 小 于 第 三 边 的 长 麻 。 二 
”一般 将 满足 这 些 条 件 的 空间 称 为 中 部 空间 。 容 昂 知 道 ， 以 上 所 举 的 例 (3.1T) ， 
(8.2),，(3.3) 是 满足 这 些 条 性 的 。 
再 举 一 个 例子 。 对 于 罕 半 GDy ,可 用 


max|w tr) — v(tr) | + max|w (2 (| (3.4) 
r 季 了 于 日 J 人 三 。 
3) 向 量 空 间 , 冉 范 空间 ”上 而 的 例子 中 声 提 出 的 中 次 定 立 ， 无 请 是 那 一 
种 ,都 用 了 轿 数 的 差 # 一 yy 一般 在 丽 数 定 间 古 日 ,车 丙 郑 数 ,2 属于 下， 乱 


税 许 御 合 ow 十 B82 也 属于 于 时 , 称 王 为 向 量 空 间或 稿 性 空间 。 此 时 开 中 的 画 
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数 可 以 竺 作 是 辣 量 。.L 面 定 习 的 图 数 空间 和” 等 部 是 加 量 罕 赔 。 

在 向 量 空 | 图 下 中 ; 藻 定 多 了 向 量 的 " 乓 诈 ”( 或 者 范 数 ) jal， 基 浆 六 为 赋 
站 空 间 ， 失 入 数 往 渍 星 下 砍 且 和 荣 什 。， 

(iy 1 关上 县 | 直 一 0 内 入 #0 时 成 焉 ; 

(C1) Naw l= la! x!|; 

Gi + 和 [| + 人 i 
蓝天 为 典范 空间 ,出 王 也 可 以 认 沪 是 距 寞 罕 胃 ,因为 可 从 用 疏 一 名 作为 至 中 
二 成 生生 的 旦 议 。 

三 图 数 空间 C0" 等 上 ;所 牌 交 的 距离 (3. 了 ~ G. 活 ,实际 上 都 是 从 范 
数 导 由 的 ;例如 (3. 站 的 定 光 ;相当 于 梁 用 

[wd 一 ma 4 {3.6 


为 范 数 。 在 应 用 上 所 出 现 的 责 数 空 关 ,许多 痢 是 赋 范 空间 。 但 是 , 距离 空 肝 
省 不 都 是 典范 空间 , 例如 在 区 闻 4 三 z 兰 b 内 束 粮 且 满 足 边 界 条 件 (ae) 一 w(B) 
= 的 国 数 x 的 生体， 若 用 和 .二 定义 距 疮 时， 月 它 是 距 痪 空间 而 不 是 向 景 窜 
闻 , 因而 更 不 基 虐 范 尝 间 。 象 这 样 章 是 生硬 宗 枯 的 空间 , wu 的 虐 醴 不 能 均 
示 为 习 一 2 但 在 市 韦 中 为 了 方便 超 遇 ， 肥 痪 一律 用 上 一 串 来 梁 和 示 。 因 而 在 
一 租 的 中 次 空 用 中 ) 它 习习 是 利 定 的 从 导 。 演 际 上 ,在 大 当 数 捕 疯 下 , 环 是 陵 
学 定 半 ;或 党 证 尼 的 部 分 集合 ;所 以 这 样 交 税 泪 ,并 不 会 3 起 了 三 。 

4) 路 禹 ,极限 ” 导 开 了 脂 离 空 卫 五 的 西点 #4, 4 的 距 认 jw 一 ?| 之后; 淆 
证 定 光 关于 点 列 { 男 数列 ) 二 ; 始 ;… 收 就 的 构 合 。 艺 车 


liniw,—u|=0 (3.6) 
和 时 ， 刚 称 tt, 收 人 就 于 , 记 必 
lim = 3. 


丝 收 芽 所 当 示 的 内 容 ， 出 于 用 敲定 饼 的 不 同 而 有 所 永 同 ， 这 一 点 必 妥 注 疙 。 
例 妆 用 总: 了 年 祥 距 配 时 ， 人 .六 妻 示 太一 还 上 层 散 于 个 是 用 人 (3.2 定义 四 
离 时 ， 期 才 示 平方 平均 站 笋 , 两 性 的 驻 意 完全 不 同 。 后 者 并 不 限定 在 各 点 
二 ta ， 攻 然 如 肚 , 只 要 提 据 问题 的 性 质 季 用 适当 的 距离 ,对 癌症 的 
话 帘 天 王 有 妨碍 。 实际 上 ,， 由 于 可 以 染 用 替 种 不 同 的 距离 定 交 反而 大 恒 ， 到 


后 在 本 书 很 多 地 方 将 会 看 到 这 一 点 。 
5) 算 子 算是 泛 图 分 析 肌 重要 内 从 。 例 如 微分 运 -全 ， 主 典 地 称 


为 生 一 成 中 对 W(t) 求 微 商 如 人) 的 运算 ; 条 是 站 曾 数 宏 央 中 ; 认为 是 作用 于 


Ne 鸣 站 一 


LL . 加 1 ， _ ， 于 _ 
a Te Th Fe 站 er 1 
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1 
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L 

kk 


男 数 室 关 的 点 宇 以 产生 新 的 点 WwW 的 运算 。 症 目 窟 义 下 称 一 -为 一 个 算 子 。 同 
梯 可 定义 现 介 条 的 算 巴 。 例 如 用 式 


PDT) 十 q (2) 5 -了 5 十 Pi) (3.8) 


司 由 一 卡 | 四 ) 作 由 男 一 人 放 数 )， hy 3,9) 听政 示 的 加 数 窒 成 [J], 央 
二 谣 是 一 个 各 了 于; 因而 出 他 .区 所 得 的 微分 太 香 ， 可 赤 示 汐 工 [要 一 和 的 形式 。 
同样 , 立 基 于 了 赔 小 广 数 zy 3 二 短 分 万 保 


SY. 十 Be rir yy ef ir, y) {3.9Y 
的 左边 号 成 算 守 的 形式 ;专程 可 表示 汶 
Lui=f. (3.10) 


或 将 上 式 的 六 穆 到 等 屿 左边 然后 将 左 芝 写成 工 [ 当 ; 则 得 二 [中 ==0, 因为 这 
些 算 子 是 由 坝 分 运算 构成 的 ， 玖 称 为 微分 算 子 。 算 子 将 丙 数 空间 的 点 对 
店 于 另 寻 的 成 二 工 [8j; 站 和 不 一 定 属于 同一 个 灿 数 室 音 。 一般 地 ， 将 某 
图 数 符 间 本 的 点 如 对 应 于 另 一 轿 数 空间 的 点 yY= 工 [dg] 的 运算 工 是 一 个 
算 子 。 己 称 为 工 的 定义 域 空 关 , 称 为 简 域 空间 。 

算 子 中 特 绰 重要 的 下 女性 算 子 ,就 是 在 究 性 窑 关 区 ,下 中 ,使 

也 [Last 十 GaUa] =a tI + aaL | We} l {4.141) 

成 讶 的 罩 子 工 (其 中 后 ; 3 海 定数 )。 一 般 (3.8) 不 是 鲁 性 算 子 ， 但 是 若 rg， 
有 一 了 (8 六 | 成 为 起 性 个 子 。 地 . 印 下 然 。 芒 性 算 子 之 所 以 特别 恒 要 , 是 因 
为 在 用 多 具体 间 题 中 它 能 栓 出 第 一 阶 近似。 

6) 边界 算 子 单独 的 微分 沪 程 是 很 少 油 瑰 的 。 多 数 情 况 件 随 有 边界 条 
尾 或 动 始 条 件 。 例 如 (3.9)， 在 平面 菜 区 域 避 有 纵 要 求 满 是 (3， 加 和 ;在 区 域 如 
的 这 和 措 工 上 ,要 并 趾 边 办 条 御 


SE oa) up(s) ， (3.12) 


批 处 疙 社 末 六 问 ， 年 过 全 各 点 的 坐标 。 将 全 , 翅 ) 写成 算 子 的 形式 
YL 一 m， (3.13) 
此 处 的 算 子 ? 是 由 定义 在 G 上 的 酚 数 一 x(o, 切 的 边界 入, 通 过 他 ++o 9) 
素 确 定 的 ， 它 对 应 洪 一 个 s 的 国 数 。 部 算 池 ? 的 宇文 域 空 关 隐 是 由 区 域 寻 
上 定义 的 水 数 所 构成 的 阔 数 室 间 , ? 的 值 碱 室 并 瑟 是 定 尽 在 了 上 上 的 酌 数 所 构 
成 的 调 数 空间 ， 丰 这 种 意义 下 ， 称 ? 算 于 为 边界 算 子 。 (3.13) 不 外 平 是 便 
Ya] 各 中 某 一 栓 出 的 商 数 p 一 数 的 条 件 。 在 实际 应 用 中 对 五 和 多 分 别 避 


由 
-De 


$3 训导 和 办法 了 


大 适 尖 的 中 虞 ;可 特 它 们 年 作 是 距 高 位 司 1。 

7) 糙 子 点 否 数 ”所 训 回 数 通 管 是 把 它 考 上 典 为 定义 在 迹 数 交加 和 粮 区 域 .上 
的 本数 ， 亿 也 有 不 是 这 样 的 情 弛 ， 加 前 加 达 ， 光 数 所 进 的 变 域 , 和 的 是 区 域 
G， 也 到 的 摔 信 的 边 价 了 功 杂 和 且 限 不 万 虐 人 小 到 于 后 的 集合 全 1 Fay 和 寺 
纪 可 以 作为 定 祥 域 : 转 别 第 当 已 Pa ;局 隘 站 多 数 1，2，…,# 时; 辆 数 
骂 成 为 狐 列 说 o 的 形 或 了。 同时 也 可 以 把 管 这 为 二 狼 的 网 量 。 


更 老 确 定 了 平面 区 眠 和 上 了 六 吕 修 让 让 三 【的 一 人， 


书 , 一 (ny Yn) ;老外 定 广 在 日 上 了 的 融 攻 #- 斌 ) 而 寿 Pi) Pay Pn 竹 点 
外 的 值 ,出 二 #1 的 ) 一 得 到 数列 {yf， 
知 控 上 进 的 恕 六 看 放 为 “可 瑶 ? 时 ， 央 可 浇 人 WW 一 #tz 明 对 庶 于 4 所 + 的 算 子 
刀 , 也 的 定 广 域 窟 好 是 定 立 在 全 上 的 画 数 所 掏 成 的 男 数 空间 , 五 的 信 堪 空 尖 
是 由 定 文 在 % 个 点 记 ，…， Ps 上 的 画 数 (0 数 到 ) 所 构成 的 阔 数 空间 。 对 这 
样 的 丽 数 所 成 的 集合 ,必要 时 也 可 适 尖 弛 定义 距离 ,将 它 看 成 是 距离 空间 。 

庶 用 差分 法 解 微分 方程 时 ,一 般 是 在 平面 上 作 格 子 , 这 格子 点 为 Pl, Ps， 
+ 了 在 这 些 点 上 所 才 典 的 一 闭 {te 苏 为 糙 于 点 证 数 。 避 蛤 灼 可 必 为 谅 
来 图 数 (2, 9) 的 代表 ,但 是 特别 要 注意 的 是 它们 完全 太 于 相 异 的 空间 。 

3) 边界 企 问 题 , 和 始 往 问题 ”由 .全 所 述 , 关于 微分 方程 的 问题 , 一 般 有 


可 下 的 形式 : 
Lis]=:f (1) ; y[# = Ol, 


拓 中 工 为 其 一 微分 算 子 , Y 是 边民 算 子 。 用 普 涅 的 话 来 酸 ， 必 ?是 微分 方 香 ， 
杂 二 是 动 界 宗 件 。 初 站 生 件 可 所 看 作 是 过 拖 委 人 御 的 一 种 ， 所 以 傅 然 可 以 淖 东 
为 二 榴 形式 。 诗 独 竺 件 40) 一般 可 由 一 个 以 上 上 的 式 洱 宜 成 。 同 梯 ， 对 于 微 
分 方程 钥 , (了 也 可 出 一 个 以 小 的 式 子 粗 成 。 

我 情 述 可 点 特 代 ) (1 符 成 一 个 十 程 ， 例 如 只 要 把 定 立 在 区 域 9 的 融 
黎 和 和 交 和 三 边 和 是 了 工 的 全 数 ,一 开 香 作为 新 的 扎 就 可 以 了 。 我 个 考虑 到 不 把 闫 
是 青 凑 以 抽 复 化 , 忆 后 主要 有 梁子 (0 (的 形式 来 进行 研究 。 

男儿 一 个 配 法 是 ， 只 部 渭 是 鞭 件 (1 的 区 数 所 构成 的 男 数 空 闻 来 解 户 穆 
《IY 。 入 个 兴 夸 在 (上 比 粮 简 单 的 精 总 下 时 党 使 用 。 

如 果 议 为 将 微分 右 程 的 则 题 时 成 t(D 的 形成 ;人 恒 是 前 进 了 一 步 ， 沸 
将 是 钳 驯 的 。 这 公公 是 及 和 卜 点 。 可 是 从 一 般 外 理 微 分 矿 程 的 情形 来 看 ， 用 这 
种 授 号 是 司 问 题 简洁 化 的 第 一 步 。 近 代 处 班 微分 古 程 的 太 法 是 在 这 个 基础 
上 青玉 用 证 男人 分 析 的 冰 果 。 伍 荐 正 丰 我 让 于 婧 所 月 述 的 ， 合用 和 这些 有 号, 主 
十 二 六 了 了 全 藤 加 后 汪 人 3 我 鱼 全 月 计 全 便 用 证 图 从 斌 中 较 高 深 的 定型 。 
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第 1 蝇 展开 饭 数 的 解法 
4 序 请 


本 章 是 三 先 将 满足 所 和 焙 徽 分 方程 和 毛 始 条 件 、 边 界 条 竹 的 解 
名 ， 用 预先 殉 定 的 适当 的 画 数 列 和 2， … 二 未 碟 无 鹤 般 煞 


一 2 一 3 Cutt (4.1) 
Km l 


的 解法 的 有 关 问 题 。 

除了 从 理 维 上 尖 须 解决 当 无 穷 客 数 收 乱 时 它 的 和 是 否 为 所 求 
的 解 的 冰 题 而 务 , 从 应 用 的 观点 淡 看 ,选择 蜀 数 列 几 时， 必须 使 其 
容易 确定 展开 式 中 的 柔 数 6. 洪 次 ,由 于 要 求 采 用 (4. 了 的 有 限 项 


WO— 名 Cel (4 。 2} 


以 计算 名 的 近似 值 ,天 而 般 数 收 但 的 速度 是 个 重要 的 二 题 。 此 妈 ， 
议定 系数 o 时, 必须 求 雹 窃 阶 的 联 立 一 次 方程 粗 的 解 ， 因 为 一 般 
古 得 不 出 正和 猫 的 解 的 , 因此 也 产 上 生 了 求 的 近似 值 的 更 题 。 关 于 
图 数 媚 的 选 定 一 般 如 下 : 

(i ) 满足 微分 方程 ,但 是 不 满足 初始 条 任 和 边界 条 件 ; 
或 者 相反 , 朗 

(让) 满足 初始 条 件 和 边界 条 件 , 但 是 不 满足 微分 方程 。 

我 们 皖 在 第 4 章 研 究 用 变 分 法 确定 杀 数 6; 的 精 形 ， 本章 只 限 
于 时 诅 宜 楼 从 微分 方程 职 边 界 条 件 等 确定 系数 的 方法 , 并 且 不 
探 时 常 微分 方程 用 管 级 数 求 解 的 理 渝 。 


$2 按 满足 微分 方程 的 落 数 展开 
例 贡 1 起 傈 导出 题 


控 稍 足 微 红 才 程 的 画 歼 恨 开 9 


在 0 三 T， 妆 5 六 0， 


A oi 
Gr (3. 
边界 条 件 : 
U0, =n(r, =0, (6.2) 
亡 贻 茶 件 : 
ur, 0) =— Ft), (B.3) 
显然 ， 
He: Bai 


满 是 (6.1 了 和 (6.2), 在 此 将 区 =Zewvr 代入 (5.), 得 到 
FE) = > Br SIn jg, 
于 是 网 题 归 精 为 求 已 粹 定 的 责 数 了 (2X) 的 Fourier 展开 式 的 系数 。 


此 站 , 糙 性 补 网 型 微分 万 程 鸣 边 岳 值 疝 题 ， 
在 区 域 他 内， 
天 [四 =， {6.4) 
在 边界 下 上 ， 
7[#] =:f (8). (6B. 
车 已 求 出 满足 上 zx] =0 的 两 数 四 代 大 全 .胸中 着 计算 其 边界 值 
yu =gprts) (在 TT 上 ),， (5 .的 
如 果 在 边界 4 上 所 葵 的 画 儿 了 (ls) 可 展开 为 
f (8) «= BY orpi(s), (5.7) 
沁 必 利用 此 最 开 式 是 的 cx 求 亚 未 解 种 汶 
== > CR (5.8) 


入 而 问题 仍 是 归 生 于 求 108) 对 于 go 人) 的 Fourier 系数 的 问题 。 
著 prt5) 站 了 .上 满足 正春 正 变 条 件 


人 wwe=ano， (5.9) 


B 委 :者 


A 三 盾 生产 站 让 本 下 庆生 全 大 2 的 7 三 抽 站 大千 这， 岳 丰 Re 


+ [由 on 
。 Lr 
和 


a 1 1 


上 
"be 


本 | 


10 第 了 蛆 上 服 天 租 数 的 验 法 
则 系数 ee 可 直接 出 

m= | FC pr (5.10) 
来 确定 。 可 是 当 pe(s) 非 正 交 时 . 站 定 柔 数 G4 比较 麻烦 。 此 时 可 
用 上 上. Bchmidt 便 的 方法 ,把 prt8) 正和 侦 作 ,全 

hh) = Deprts) (5.11) 
为 让 更 正 交 系 , 在 确定 骤 数 ow 后 , 即 可 州 

一: > Clty 

代 裤 吃 . 


注 (5.11) 的 展开 式 可 用 下 面 的 公式 守 筑 : 
Pala) = di/ dl di 


此 处 小 是 以 
mm | pe)onCs) ds 

为 (6; 太 ) 元 来 的 # 阶 行列 式 ; 出 是 水 最 后 列 元 素 mn 用 gils) 代 换 后 所 得 的 

行列 式 。 

二 下面 的 方 证 , 可 让 接 葡 定 系 数 o， 将 .fs) 的 展开 式 (5.7) 
的 汉 边 续 忆 由 (8) ， 由 个) 是 在 忆 上 的 任意 皖 备 曾 数 系 , 然后 积分 ， 
就 得 到 满足 系数 人 的 共 玄 式 ; 

> qmce=b: (=:1, 2, .ey). (5 .12) 
此 处 
on], rl), Fa。 (5.18) 


一 般 地 ， 芝 是 无 穿 阶 的 联 了 一 次 浪 程 入 ，。 
符 而 地 ,车 中 (8) 在 荆 上 为 正规 正 交 系 , 关 是 满足 


四 可 共生 闪 短 王 葵 呈 渤 山 妇 入 讲 证 3 第 9 于， 走 : 者 计 : 


EE 


镑 


"ha 


i pe 


i 


$n 按 崩 中 知人 对 万 程 的 画 数 展开 11 


9) 1 三 6， 加 一 | ,内 为 定数 )， 
I 
_ (5.14) 
os hs Es MA, Ye -9<1, 
1 


0 (3) 为 一 致 在 界 ， 而 orC) 和 出 (3) 充分 接近 时 ,对 eu 能 得 到 
下 的 他 填 : 


= | qx (8B) (8) os 


< | wha OTAGOINAOP 
8 地 . 
SH (着 )， 


Jas—1!= | pits (gy — 1| 和 


| il8) — hls) Urlsy ds gs. = 
如 此 ,分 - 
GE 全 一 一 如 证 人 天 让 ;二 a) (5.15) . 
于 是 ,无 穷 阶 联 立 一 次 方程 和 (65.12) 十 写成 标准 形 
co 一 Diaort de G1, 2, 1), (5.16) 


并 也 系数 ax 满足 完全 正则 的 条 件 ( 人 参考 下 节 ) 
| 一 十 全 | 和 Es el. ‘6.17) 2 


此 时 和 如 下 沿 所 述 , 近 位 地 解 (5.16) 就 容易 求 出 @% 的 泊 仙 值 。 : 
例 诗 关于 短 形 域 上 的 Diriehlet 问题 ， 
在 答 形 好 内 ， 


| 


me 


Ei L a ™ 
=- ,bh - ™ ， “ rr = 
和 


13 弟 工 章 展 开胃 数 的 解法 
用 表 数 改 开 法 来 解 。 
首先 ; 求 油 足 (了 与 (总 形式 为 # 二 六 0 习 00 的 解 。 将 二 一 全 "上 代入 mm 
1) H1 ,得 . * 
wir Fe ™ 
天 人 
四 有 紫 可知， 上 尼 , 访 稍 煞 。 | 
此 处 基于 拉 的 方程 六 "一 k= 自用 相 庙 于 12) 的 和 苇 件 下 (07 一 琶 ( 的 一 0 
浴 解 。 同 时 也 继 定 了 常数 下 的 可 取 值 。 
4 一 ( 王 ) ,Xe=Csin 《一 了 2, *). > 


对 于 此 种 上 值 ,方程 "十 kT = 的 解 是 


YOy) =01 cosh -4 二 Casinh YY， 


出 此 本 知 ;六 4 ,BB 为 任意 第 数 ; 出 
ee Li - MT :， 和 T EF 
和 -一 S14 osh —Yy+B, sint yy |sin Er [3 
在 形式 上 是 满足 了 (1) 与 (2)， 
把 避 ) 找 天竺 件 43) 中 ， 则 有 
本 := (4 cnsh 十 BB, sini 2 jsim (人 , 全 
ty= -二 一 > (4 CD3 且 oe — BB Sn ar jsin Spt) . < 
振 本 (zy pot2) 在 0 三 ft 尘 @ .上 作 ein 裔 装 展 六 ,就 得 到 
p12) 一 DY a sin Ew, p(t) = 3 ,sin "Ty. (7) 
Hl 性 N=1 站 -~ 
此 处 党 
一 | 人 sin 一 % da, Ba= | wale) sin — x dr, (BY 
比 喜 (全 ，( 访 的 系数 ， 得 到 
4 e003h mb 十 ， sinh YP = 人 
2 过 各 
Th ， TD 
di COs 一 EE, sinl -一 8B,. 
由 还 即 可 旋 定 头 数 4 如 本 


例 2 关于 轩 虐 的 aplace 才 程 混合 边界 值 问 题 ， ™ 


$5 撑 注 下 人 微 号 方程 的 图 数 展 开 1 


HF = 


rn Du _ 


(2 ) 一 加 (人 可 0 
FOO) 四 (二 的 一 PE 一 他 ， 
用 下 而 形式 的 无 穷 八 数 求 解 : 
让 一 Dor CDOS A 在 中 
( 它 在 形式 上 满足 方程 机 =0)， 测 三 
一 般 如 取 内 (8) 是 在 区 间 一 全 革 8 冯 二 及 拓 9 二 二 上 的 完备 正 交 肝 
{eos 210}, 则 风 过 界 条 件 决 定 采 娄 cg 的 方程 为 


3 了 于- 
oui=| TB) eos ap OB, sat=| pO cos 2i8 a8, 
-要 
杰 序 
2.9 2.6 
tT th) 
F 2.1 99 2+6 
FU IB TB 7 ba) 
TT De 人 1 
DR I ST ST 
于 [9 四 中 中 中 ”村 
2 .13 +d .D2 
i PE i 
下 也 .3 DD 32 2 
TT Tt TA, 4b) 
2 pt » 3 
4 7 了 5 


岂 《a3【《b 附 去 未 知 数 后， 2 特 林 知 数 于 
ji = IKDC, 


代 和 期 得 


i 


ee 
1 qe, 


14 带 工 但” 屡 开 酸 数 的 解法 
Ty ， dr 97 Bo 
tit a tnt st D1 
中 i 是 站 
TY 《9) 
一 了 了 3 2 . 
| TT Ty |= 各 一 3a， 


洒 得 
Te | 25 二 -2 十 .十 于 (pp 十 有 一 203)， 


1 1.3 3# 生 [er 入 

Rl ss | 本 7 1, _ 4 
二 3 一 1:3 十 ] :3 十 5 十 =" 才 (日 2 Fi Dr rs), “dy 
3 td 


必须 注意 ,这 里 满足 (的 tx 中 一 秆 漠 中 (02， 
甘于 近似 地 解 占 程 4) 的 问题 , 在 下 节 中 再 进行 研究 。 在 此 只 有 二 但) 帮 
了 pt) 十 分 兆 消 ,其 Feuriey 漆 数 mm pa 是 满足 
da OO 3 Be ~ O(n 2) 
的 元 另 小 ， 则 dd) 的 解 也 靖 足 Ye)， 由 是 可 以 确定 系数 4 而 荐 出 咒 ) 是 态 程 的 
正确 解 。 


6 无 穷 阶 联 立 一 次 方程 组 的 理论 


如 前 节 所 迄 ， 在 决定 展开 式 的 孙 数 姑 时 ， 和 常常 产生 解 无 旁人 阶 
联 一 次 方程 租 的 因 题 。 在 此 概括 地 毅 明 一 下 此 再 区 之 要 点。 因 
为 篇 幅 所 限 , 只 举 出 泣 用 上 的 必 贺 定理 ,而 不 答 册 证明。 

通过 筷 单 的 移 硕 ,可 把 光 穷 阶 联 立 一 次 方程 粗 写 戌 标 浴 形 式 


i 一 ouas 十 5 (6=1, 2 (8.1) 
三 - 
寺 此 六 
Pi™ 1 en|, (6 .2) 


无 尝 防 联 站 :次 万 程 租 的 理 滴 15 
则 下 还 考 程 各 (8.1) 
二 0 是 , 称 汶 正则 的 ， 
于, 称 沪 完全 正 央 的。 
定理 二 朴 加 太 程 \:6.1), 沼 8， 夺 六 pi 下 六 请 数 } 肝 , 译 沾 和 有 
一 个 作 具 的 解 , [xi| 硅 苹 。 此 时 洲 川 
zt 一 garth wo 0 (6.3) 
此 一 工 


作 逐 次 注 代 各， 于 基 当 n>o2 时， 下 敦 于 解 w*. 
从 下 -0 败 尝 灾 近 傣 法 所 得 的 和 解 澡 ， 称 为 68.1) 的 茹 本 解 。 
系 浇 忆 .二 为 完全 正则 的 , 莽 由 | 六 | 三 六 和 (常数 ) ,出 有 适合 
2 笃 下 "和 的 解 。 
定理 2 锌 局 .六 为 正则 方程 普 , 蔡 


Lm | 


二 :一 之 gr | 二 六 pp，( 太 为 浓 数 ) (6. 4) 


的 基本 解 下 71, 满足 条 忻 下 7? 宇 a 盖 0 {a 为 常数 )， 且 | 0 硅 玉 at 划 
有 界 的 解 wi 是 叭 一 确定 的 ， 这 样 ,从 任意 的 初始 值 m0" 所 得 的 逐 
次 江 供 列 wr” 都 收 茂 于 这 个 解 。 
悦 ”于 和 寺 鞠 全 正则 改 程 , 出 于 成 并 着 条 和 件 芷 , 宇 有 9>0, 所 以 
有 界 的 解 是 唯一 的 。 
定理 3 正则 方程 具有 lim wi 一 0 的 解 不 能 多 于 一 个 。 
定理 生 对 于 正则 方程， 如 时 ,上 | 三 长 pt， 剧 联 六 一 次 方程 租 
(有限 个 ) 
zw 一 Dl aurmth (i=1, 9, ..…, N) (6.5) 
的 解 zw， 当真 一 ce 时 , 收 郝 于 基本 解 他 ， ， 
定理 上 对 于 正则 方程 ,如 录 ex 宇 0, Kpi 宇 三 全 0, 则 对 于 基 本 
饰 zi， 有 下 面 的 估 语 : 
,7， (6.6) 


~ 
: 涟 


2 


16 人 第 1 从 展开 般 数 的 退 法 
此 处 , zs 站 是 从. 辣 的 解 ,x1 是 方程 粗 ( 有 限 个 ) 
出 | 一 > 全 多 史 开 十 pb, KE p23 上 (6 。 了 te 


的 解 。 又 若 (6.7) 有 界 的 解 是 唯一 的 , 央 wi 站 ， 半 六 ->20 时 也 收 就 
于 wi, 
鲍 ” 湛 碟 相 当 于 上 节 例 台中 (4) 交 三 程 


v1 = 071 + A + y+ Tat 二 
Mg 一 js 地 十 总 江 4 十 上 于 十 一 i Ta 二 ba) | | + 
六 和 一 5 w] 十 1 ga 十 0 十 -二 和 十 ba 
对 于 此 方 称 7 
1 . ~ . 
pi=1 名 i 本 一 号 9 
由 于 疡 > 0 所 以 是 正如 的 , 可 是 不 存在 使 p. 宇 80 的 8, 由 而 不 是 完 双 正剧 
的 。 但 是 它 满足 定理 2 的 条 件 ; 即 令 包 一 Pr 时 得 出 相当 于 (6. 和 的 证 程 , 用 归 - 
秽 法 可 以 莉 明 ;从 Xi 一 0 叫 发 的 逐次 近似 列 玉 i", 满足 
站 宇 4 一 rp 
羽 著 -- 
= 1]iimn 写 届 | _1 和 
er 
从 而 ;如 果 一 0007), 居 有 办 的 解 是 哗 一 的 。 用 逐次 近 己 或 定理 和 4 的 方法 ， 
可 求 共 近 似 往 ; 双 从 定理 5 也 可 得 是 解 的 估计 。 后 
§# 按 满 足 壹 办 条 件 的 画 数 展开 
性 狂 国 型 微分 方程 的 边界 值 问题 网 
在 平面 区 城 寻 内 ， j 
Bla] =f, C7.1) 
在 边界 过 上 ， 
>y tx] =0, (7 .2) 下 


7 控 湛 是 玖 蹇 条 件 的 副 数 暴 江 


若 在 边 淮 荆 上 能 得 出 满足 yej -0 的 融雪 列 wr, 计算 


Llurl = vis, 
次 商人 在 区 域 日 内 能 将 fw, 办 展开 为 二 重 般 数 


fv, YW) = > ornle, ), 
则 解 妈 在 形 共 上 为 


一 一 7 
tO 之 Cn oy) 本 
:ho 


(7.3) 


(7. 生 ) 


二 


宝 于 和 丰 择 贺 狐 int 2 的 方法 , 贞 用 对 同一 区 域 的 固有 值 因 题 


(7.6) 


在 区 坡 全 的 ， 所 下 好】 -= 记名 ， 

竹 边 界 工 上， y 1 =0 
的 加 有 荔 数 柔 最 次 合适 , 因为 下 人 一般 地 在 区 上 成 全 内 成 完 竹 正 瑟 
深 , 所 及 用 起 来 很 二 便 。 

此 寺 ; 右 Ax 因 大 值 ,出 


Vat, 9) = Lr] -A li, oy}, 
所 以 当 


f(T, Y) = 也 airtsg (TY) 
时 , 解 刀 由 下 而 的 颖 数 答 出 : 
四 > ns Wi 9 2 


例 对 于 截面 芒 旦 形 的 柱 的 弯曲 财 题 。 
9 为 短 形 0<w<9, 0<#<b,T 为 共同 界 ; 考 让 和 解 
在 站 内 一 局 =2 ,在 站 上 4#=0. 


固有 值 间 是 
入 在 办 一 居 王 2 在 了 上 w= 
的 曾 有 酌 吉 wa 国有 十 na 分 出 为 


。 Th 3 2 
一 站 和 x 


在 此 将 如， y= Wi 避 开 ,十 有 


(7 .7) 


(7.8) 


(1) 


ee, 
， 


人 
| 
re 


[站 
下 

En 

er 上 


18 种 工 章 ”展开 故 数 的 解法 


?zi 


2 一 1 Oma Sin 工人 8in 一 人 一 (2) 


Mitte L 


对 在 程 (3 的 下边 简 以 ans 在 如 闪 祝 分 ， 可 Crnuy 
2| sin A dc] sin Ee dy=en, sjn2 2 ac 上 81TL3 、 dy 
0 (F 0 b 0 0 


: 和 
[ c {a Ct 关 问 为 商 狼 1 
0 CH, 有 间 为 梧 数 之 外) ， 


于 是 由 .3) 有 问 得 周 下 四 的 天 ， 


Ph RAY 
， S1n -一 -一 -- B11l 一 - 一 一 
过 2 性 1 


2 3 和 
TE Hl (下 呈 
?者 | 一 - ，- 十 
2 b2 


由 了 予 这 个 二 重 般 数 收 租 很 雇 , 故 适 于 数值 计算 。 、 


有 “一 一 一 sa 
i 


$8 用 启 部 适 食 法 决定 展开 匠 数 


在 展开 的 谣 数 思 一 Zortiz 中 , 吉 果 不 要 求 系数 ox 完全 满足 微分 
方程 和 这 和 疏 荣 件 , 只 要 求 它 们 在 区 域 的 纺 内 界 的 基 些 点 上 上 ,满足 所 
和 组 的 尝 性 ,这 种 确 宕 对 数 的 方法 吓 作 局 部 适合 法 全 ollogkation)。 


例 ”有 关 沽 面 是 正 考 形 的 柱 的 热传导 间 题 。 
带 正 坟 形 为 |z1 <1, iy| <<1, 它 的 周 界 为 T， 现 在于 由 近 似 的 解 。 
: 在 内 , du 一 一 1 在 上, w++ 仇 二 0 C1) 
次 处 其 对 称 性 ,很 容易 置 出 ， < 
4 一 w+ Dole Cx 4 iy) 
= to 62 T+ (2) 
满 是 4u= 一 +, 取 到 第 三 项 ,对 边界 用 局 部 适合 法 决定 系数 om， a1， 下 
对 于 贺 数 (2)， 由 于 
(e+ 党 ) 一 一 人 er 二 (3) 
禾 


所 以 取 到 第 三 项 , 合共 在 y= 子 和 3% 一 立 处 满足 边 内 条 件 , 则 有 


9 般 数 收 训 性 的 芍 进 19 


QH3 123 br 4 


256 一 二 256 64 
屋 
co=t 0, 0 =0,321i4, & = —0.01+1. : 
0 全 的 淮 科 全 征 
wD0, 0 == 人 .82156，…， 
以 开 概 程 座 是 士 迪 好 -| 光 。 肥 此 时 下 于 对 黎 
性 ,加 图 3.], 共 语 地 个 点 灶 满 是 边界 苞 件 。 图 838.1 


$9 航 数 收 斋 性 的 改进 


在 种 种 有 间 超 的 近 贫 雯 法 中 ,常常 出 现 收 人 就 极为 克 慢 的 艇 数 , 这 
种 蟹 数 是 没有 实用 价值 的 。 出 现 这 种 收 巩 性 的 原因 ,通常 是 由 于 
所 粹 间 溃 的 解析 性 的 奇异 (singulJarity) 所 引起 的 。 所 以 收 进 收 然 
性 的 一 般 方 法 ,就 是 去 掉 这 种 奇异 。 

1) 改进 fourier 航 数 收 项 的 方法 设 了 (zr) 是 周期 为 2m 
的 疝 期 阅 煞 ,共有 日 直到 第 名 一 二 阶 的 导数 违 炉 ,第 大 阶 导 数 有 有 界 
人 王莽, 炳 末 放 的 Fourjier 条 数 


fim) ~ 十 > (oy OS rr + Bn Sin ne ) 


的 Hourier 系 芍 


| 了 (ph) O09 na dx, .= flr) sin ne dar 
愉 m 和 性 仇 于 震 。 若 从 所 和 纵 畏 数 抽出 未 连 逢 的 部 分 , 兰 且 尽量 
使 在 面 荣 件 成 立 的 旦 情 增 天, 则 可 天 开 为 疏 伍 快 的 Fourior 般 数 。 
次 睹 , 作 下 到 共有 条 单 不 违 秆 性 的 范 数列 oo (8)， gi1(w) ，…: 


一 可 一 可 (ms<0), 
SSID ML 
一 一 可 {0m , 


人 i 
= = | 5 
一 -rr 


二 
3 生意 展开 盘 数 的 明 法 
这 些 夯 数 , 存 [ 一 和 ,2 中 除 点 42<0 外 邦 是 连 壬 的 ,在 3 一 4 处 下 生 
了 振幅 因 于 的 “ 史 E 是 人 ~ 
got 十 站 ) — Go\—0) 一 开 ， 
(ii 人 以 空 】 | coto)az 一 - 阁 - 一 > Te 
— {EH8) (~ res0), 
和 ， 二 
了 — (Os). 
这 个 画 数 的 导数 ol(w) 除去 点 5 一 0 外 者 是 连 秆 的 ， 在 w=0 处 的 
BE 
jC) orl.0 =- 
Qi) wa 人 = 一 一 (rr). 
对 此 函数 


os(+0) — os —0) -=z. 
避 下 仿 此 ,可 同样 定义 es(2) . * 
其 次 , 裔 巩 数 (2) 是 周期 为 8x 的 周期 画 数 ,在 区 间 [ 一 x;, zx] : 
中 除了 有 隐 个 例外 点 外 ， 有 有 界 的 第 阶 导数 ,了 lz) 本 身 及 其 导 
数 除去 有 限 个 点 外 都 速 熏 。 且 其 不 嫂 砷 性 是 由 于 跳 牙 而 产生 的 ， ~ 
再 甬 第 人 % 十 1) 阶 导数 有 有 界 变 着 ， 此 时 以 mim (sl 2， 
mo) 为 攻 数 了 (2) 的 不 迷 积 点 ,在 这 些 点 的 帐 路 分别 为 


hf (e+) —f he" —0), 全 
捍 且 用 
8 -1, 3, + mms 
hfFD gO FD D0 » 2 Ti 
fH a0) — FH (8 —0) 人] 


颖 示 第 了 阶 了 导数 的 跳跃 。 这 样 ， Ue® 可 和 有 成 下 面 形式 : 
f(T) 一 > Totw— ft) 十 > = 一 二 Ii 一切) 十 


TD par(g—a) + p(s), ¥. 


89 灯 歼 收 荐 性 的 改 刘 -1 


其 中 的 gpg( 中 ， 显 热 一 下 到 第 五 阶 导 数 岳 过 十 , 第 浅 十 了 了 芥 导数 有 
本 异 守 着 ,从 而 多 ) 的 Hourier 琴 琢 是 mW 各 毅 的 无 海 小 。 

肯 骨 因数 列 gs(w)， 可 料 所 和 粹 的 Feurier 竹 煞 变 为 收 合 较 快 
的 郁 皮 。 


信用 下 面 报 数 起 示 : 


中 
"ee nl CO8 一 
1 {和 生 光 区 )， 
及 冲 一 


和 在 此 利用 活 对 式 
0 1 4 ， 1 


= 


L_ 
Cm 


WT Rn 
代 天 般 数 ,将 图 数 分 成 三 个 部 分 ;最 初 的 册 个 ;可 和 如 下 而 的 式 子 求 和 : 


TET . 
人 ss Sn nr 


号 .< 
ee 
sin a{ q+ )+ sinn(s— ) 
_2 pa “ 2 Er 
TT nml 8 
一 (e+ 号 )eo(e 一 号 
元 Th 人 ter 一 = 3 
他 CLS DN 字 汪 
Pa 一 一 志 之 | 1 
- 证 。 汇 
1 2 sin no+ 吾 )+ sin mn(w~ 吾 ) 
= 一 一 ~ Tr 
TT nul 人 


这 样 ， ir) 可 忆 穆 示 汶 
Pr 
加 DT “So . 
Fr) = S71) i ey Sirt wr. 


荫 后 的 搂 数 ， 因 为 收 剖 得 快 ， 所 以 不 但 斌 必用 来 计算 Fo 内 身 ， 而且 昌 可 以 
放 贡 它 的 主攻 的 从 Le 


一 LT 1 i i 加 _ 
ty 


mr 


[1 =- 
bk 
i, 


a =- =- 
和 


3 包工 章 “展开 般 数 的 解法 


和 攻 落 羡 数 可 其 导数 不 是 有 界 的 ， 把 这 各 斤 注 用 于 曾 煞 的 时 天 
时 ,前 [ 师 的 est) 将 咎 同 用 了 ,这 有 时 要 用 


sT COSTE -1] ( ，， 癌 ) 
kb i -一 一 i 中 1 aT 下 Do 
之 g 7 上; 


>, NI- = (1 — co wv) log (2 sin 2) 


(各 一 全 )sin 人 十 Og 区， 


”2) 改进 Fourier 航 数 的 收 希 方 法 I[ 谣 f(z) 是 定义 在 区 
间 [0, wj 上 的 丽 数 ,共有 是 直 到 第 5 一 也 阶 和 的 连 秆 导数 ,第 五 脐 导 
数 有 有 有 里 变 着 ,利用 规定 的 关 邓 了 (w 十 w) 一 了 lw) ,可 以 把 它 延 抚 到 
全 区 介 上 成 为 周期 为 wx 的 周期 画 数 ， 从 而 可 用 cog2nw,, gin 2ne 展 
开 为 Fourier 般 数 。 另 外 ， 车 规定 7 (一 2) 一 f{w)， 了 lr 二 2x) 
一 了 ww 央 它 破 为 周期 为 2 的 偶 商 数 ， 和 这 时 只 用 cosnw 就 可 以 展 
下。 同样 也 可 记 作 汐 周 期 为 2%w 的 奇 夯 数 来 展开 。 

但 是 ,这 种 用 普 肖 方法 展开 的 Fourier 系数 ,一般 也 是 名 -全 4 
级 的 ,这 是 由 于 和 将 Fe) 延 拓 到 全 区 间 的 周期 画 数 时 ,在 过 楼 处 ,不 
诊 本 数 或 是 共 导 数 ,和 郡 有 产生 路 跃 的 可 能 性 。 

在 此 , 作 (2F 一 1 次 多 项 式 mm) ， 使 具有 下 面 的 性 质 : 

pO0) =FO0 pI—H)—f tn), 

PW) = (0), Pp'(—T) = (7), 

PLEO) fi (0) ， Sd TTY -= pen (sy 
然后 定义 责 数 由 (ww) 如 下 : 
Tt) (0srEn), 

We) -1 (PT) (TE0), 
阳 站 (ze) 是 有 翁 区 问 上 并 到 第 全 一 力 阶 的 加 各 导数 ,第 万 阶 导数 有 
有 因 普 着 , 升 且 是 周 基 为 25 的 周期 画 数 ,所 以 用 sinnzg, cos ne 大 


bv 2) = 由 (we) 


和 9 级 煞 收 罕 性 的 眠 进 98 
开 时 , 宕 鸣 Fourior 系数 以 2 人 略 收 各 于 寄 。 这 个 Fourier 和 
煞 在 区 问 [9,， xj] 王 所 夫 示 的 正 十 峡 救 疗 (2). 
为 了 确定 芝 需 世芳 二 ;比较 污 全 了 万 法 是 将 它 变 成 正面 的 形 
式 , 然 与 册 确 定 系 煞 ， 


旬 ( 省) 一 (e+)*| do dwt -- A 2 | 


yi 


i 
" FF 二 2 一 1 = 一 并 
x | Bot By (wt wr) 十 …: 十 Th (不 吓 古 ) |. 


例 ”将 下 面 东 准 左 于 为 收 敲 髋 刁 的 Fuurier 条 数 : 


J (OB), 


如 果 雪 求 系 北 六 一 9 笑 ,， 那 未 取 8 一 3 就 够 了 。 和 多 项 式 pt) 可 用 上 面 
的 形式 来 求 , 确 吓 采 娄 的 Sa 2 
一 五 一 53.l0， ho， 
=Xi4 二 Tj， i= — XiP + xB,, 
由 一 证 3.3 一 Br?.11 + Oz,, 山 二 一 TT* 忆 2 十 brB, — bx Bo, 
解 之 ;得 到 
1 看 i192 
do pF 一 ty 
1 ~ 
了 一 3 了 a 了 Min 一 ”一 一 
从 而 
1 J 心 4 
Pe) tA-Er+ 虽 ) 


+ | - 二 一 LP 填 下) -e+ |. 
用 此 层 开 网 Fonrier 租 数 ;三 区 卫 和 9, zj]. 上 毕 


pj) f= 于 加 (二 -二 jos 可 习 二 mm 


Ha, 六 = 


3) 对 于 边界 值 赔 题 的 应 用 ” 考 典 峰 加 型 覆 性 微分 方程 网 边 
外 恒 半 地。 


” 


2 暮 1 人 章 展开 策 煞 的 解 共 
在 区 城 好 内 ， 
.le] -= 由， 
三 廊 界 {" 上 ， 
wf (8). 


棋 据 $6 用 般 数 可 性 由 下 来 解 ， 
就 ww, 扩 为 满 是 工 [ux] 一 0 的 画 数 , 计算 其 边界 上 的 值得 
出 荆 上 的 芯 数 gr(s), 用 gal3) 展开 所 答 的 画 数 Fe， 则 省 : 


fl) — TD opils). 
所 以 解 妈 是 如 下 的 无 穷 条 数 : 
w= Sob, Y). 


车 fl8) 有 奇异 ,一 般 地 展开 式 的 政信 性 不 佳 ， 从 而 解 的 裔 数 
世 班 不 收 伏 。 亿 是, 作 如 下 人 外 理 , 梧 以 表示 为 开征 性 较 佳 的 裔 数 。 

设 图 数 fot8) 是 与 所 答 画 数 了 (3) 有 同一 奇 涡 的 简单 画 数 ， 求 
满足 


在 区 域 G 内 ， 
天 [0 一 避 ， 


在 边界 全 上 ， 
Wo™~:fols) 


的 图 数 wlz, 四 ， 车 能 得 到 这 个 画 数 ,用 供 的 未 知 黄 梁 
Wi 并， 2 一 中 全 ， 2 — Wn (5， y) » 
骨 解 轩 题 


在 区 起 对 内， 
二 [29 -= 总 ， 


在 边 蛤 二 上 ， 
Wf) fs) — Fols) 
融 可 以 了 了。 由 假定 , 画 数 方 人 4s) 没有 奇异 ， 所 应 用 医 数 求 tw {x， 2) 
了 吏 能 很 快 的 收 伐 ， 
侠 数 tw 后 一 般 地 可 如 下 求 求 。 


$9 神 数 收藏 六 的 改进 05 
例如 (8) 在 8 一 后 地 太 计 1 寻 有 5 有 册 堪 
Fe 二 1 一 0 =o, 


~ 此 时 ， 若 碟 有 下 徊 性 质 的 形状 盘 芋 的 区 域 骨 
Go. Go 合 于 此 内 部 ,并 旦 的 周 春 二 在 
_ ML 的 近 偿 和 开 的 周 界 一 和 致 (就 是 说, 了 在 
Mi 处 的 切 议 仅 在 To 的 点 则 处 后 天 相 勒 ) 。 图 9.1 


对 这 个 区 域 %, 以 尽 可 能 简单 ， 而 入 在 Mi 处 有 e 跷 路 的 边界 值 
来 解 工 [四 一 90， 电 此 解 为 wm(z, 护 , 则 在 ML 处 的 跳跃 就 被 抽 掉 
特别 是 , 当 工 [4] = Lu 时 , 除去 一 点 外 到 处 正则 ,并 且 在 全 
外 点 ， 很 容易 观察 得 出 具有 必 恬 的 奇异 的 解 。 珊 周 界 生 在 点 MM 
处 有 切线 , 在 Mi 点 的 近 傍 了 小 在 切 黎 的 一 个 , 取 点 Mi 为 坐标 原 

点 , 井 取 切 税 为 # 加 ,32 加 的 正和 疝 取 全 所 在 的 一 便 。 此 时 曾 数 


、 Uv, oy = 二 Tm log (w+ do) 一 二 tan™ pA 


是 在 原点 以 外 到 处 正则 的 调和 内 数 。 当 


Pw, Wf 褒 善 研 丐 于 MM 时 ,由 于 
一 一 。 。 一 二 To 1: — 0 
pin Tr tan 出 沪 tan (— oo) 加 


， ， 尊 _ So _ 2 
lim 一 tan -和 一 一 tan 1: 十 300) 二 高 
Pla TT 人 TT 


图 9.3 所 以 Uotz, to 在 三 于 于 Mi 处 有 评 跃 ， 
同样 , 对于 导数 具有 6” 贱 睹 的 画 数 ,可 所 用 


?i US, WD) = ~ Re{ (s+iy) [log (z+iy) ~D)} 


er 


0 1). 1 
一 | wlog ~ + 1)—ytan 1 


局 


Ce ee 
1 了 
= 


1 
“人 人 


MR TT 


T= =- - - - ba 
ns Pe i 
下 ™ = ™ =- 本 = 


第 2 证 积分 方程 的 江 似 解法 
10 序 论 
本 章 主 要 研究 与 积分 方程 


P {LF) — | Kt{w, yy) py dy:=f {wy) 


的 近 侯 解法 有 关闭 题 尿 在 此 9 (2) 是 本 知 画 数 ， 站 (%, 中 是 称 为 积 
分 核 的 已 知 画 数 六 人 也 是 已 知 画 数 , 是 容 数 。) 

筋 常 微分 方 竹 的 图 画 , 常常 可 以 归 竺 为 使 用 适当 的 核 玉 (%， 
) ,来 解 上 面 形式 的 积分 方程 问题 ， 

积分 方程 的 加 题 ,一 般 分 为 下 面 琴 种 类 型 : 

(i ) 潭 于 所 给 的 参数 入 和 任意 的 图 数 了 (zw) ,求解 g (8). 

(让) 对 于 了 (zw) 二 0, 找 出 有 不 使 解 p 7) 三 0 的 入 值 (固有 值 )， 
基 其 相对 应 的 解 g (x) (加 有 两 数 ) 。 

一 舟 第 二 类 问题 雯 第 一 类 冰 题 难 , 特 草 征 对 于 对 称 核 的 情形 ， 
并 知道 了 第 二 类 央 题 的 所 有 图 有 值 以 及 固有 图 数 ， 和 根据 积分 方程 
的 理 访 ,至 少 在 形式 上 能 求 出 第 一 类 阅 题 的 解 。 


肖 ”上面 的 积分 方程 为 Fredholm 第 二 种 积分 方程 ,因为 没有 假定 檬 
玉 (w) 9) 是 对 称 的 ， 所 以 当 m SS 时 下 (3) 护 = 一 0 的 特别 清 式 , 命 有 Volterra 
积分 方程 。 所 以 下 面 所 述 的 近 仆 解读 ,大 多 数 也 适用 于 Wolterra 积 人 方程 。 


$11 由 求 积 公式 化 泡 代 数 方程 的 解法 
1) 方法 ”我们 使 用 下 面 形 不 的 定 积分 近 伏 值 公式 : 
| we gs | A tp (11.1) 
其 中 dx, zr 是 帆 4,b, n 确定 的 常数 , p 是 训 弟 。 


§ 11 由 求 积 人 有 公式 化 为 攻 娄 方程 风衣 法 37 
例如 ,用 梯形 公式 
b—& 


羡 志 二 区 荆 了 7 十 (真一 工 ) ， 


bg 


mn] 
或 是 更 精确 的 及 式 , 如 achebysehe 站 公式 ，Oauss 公式 等 ， 可 瑚 考 4 诺 用 数学 
伍 辟 >( 区 等 英 ) 和。 


将 公式 (11.1T) 应 用 于 所 答 积 分 方程 
p( 人 一 人 | Kl(g, 轨 Go 一 (11.2) 
以 代 摸 左 边 的 定 积 分 ,就 得 到 等 式 : 
PO) MD AE (v, wi) ple) —f (2) + hp (es) (11.8) 
在 此 , 特 茵 当 =z za … ,时 ,得 到 了 p(w) 所 满足 的 上 方程 : 
pg (op ~ DAE (wy, oo (op =f (20) + hp (em) 
.| (=1, 2, ., W), (11.4) 


在 此 式 中 ,Ptz 的 何不 能 精确 地 知道 ,但 它 总 基 较 小 的 ,我们 
部 入 和 手 略 它 , 便 得 出 一 次 方程 


P (pi) —A SAK C1, Wr) PL) —F (Vi) (11.,8) 
丝 上 方程 的 解 P (ea ,可 以 认为 是 (1 .2 的 解 在 本 处 的 值 ok 的 近 
伺 侍 。 
对 于 分 感 wi 记 外 的 的 近代 位 ,对 应 于 (li. 去, 可 得 如 下 : 
bo) =f 2) AE AK 2)BG). (11.0) 


车 近似 的 解 固有 人 征 问题 时 ,可 性 穴 与 (11.5) 对 应 的 齐 次 方程 。 
合 甘 系数 所 作 的 行 宙 式 为 0, 则 得 到 
吉 [( -一 一 A (x;, my) 一 (11.7) 


34; =2.1, = d= 


rr 


大 章 可 大 看 本 而 做 # 计 四 方法 2 及 狐 出 眶 圳 ， 19259, 第 太 但 。-- 桩 者 和 注 


| 二 


+ 


er ee. _ 
人 A 3 
™ 


238 弟 3 合 积 信 方程 的 近似 肯 渤 


解 出 后 就 得 到 了 加 有 值 的 近 人 个 值 、 在 此 必须 注意 , 即使 核 是 对 称 
核 ,! 寺 .人 六 的 行列 式 一 般 来 闪 趟 是 济 称 行列 式 。 

2) 鳗 差 的 估计 ”有 求 税 公式 【二 的 误 益 p 一 般 有 让 下 区 答 
上 出 : 


PER Max wntey |. ‘11.8) 
Pr ee 
如 梯形 公式 
: 一 
和 一 90n 1) bt 
即 
pS Ty max wy 人 | 
在 此 ,车 能 乒 出 湛 是 
的)]| 友 To (11.9) 


的 常数 了， 则 将 正确 到 式 (11.4) 变 成 近 傣 公式 (11 .后 时 的 愉 着 
ptaj ,可 居 计 为 
plwe | EBT, (11.,10) 

知道 了 plzn 的 估计 后 , 再 分 析 一 次 方程 季 数 的 视 着 对 解 的 影响 ， 
就 可 计算 PR) 的 避 症 。 

由 于 gt{%) 是 未 知 的 , 所 以 要 找 册 正确 的 了 TS 值 很 不 容易 , 可 
是 在 实际 应 用 中 , 用 近似值 ?ke 可 推出 了 号 的 值 。 严 格 地 裔 ,只 
用 已 知 的 其 也 可 以 估 计 出 认 着 |p (C8) 一 8(2) | ,在 这 时 省 略 了 理 座 
的 叙述 ,只 举 册 一些 精 果 。 

讽 N's Me, Min a 


|， 六 EGG 
的 上 上 异 ， Ne No 是 im | ， ij 下 fp, 用 的 上 界 。 双 五 是 满足 下 


面 式 于 的 常数 : 


~ 


§11 由 求 积 公式 化 为 代数 为 程 的 辞 尘 29 


14al/140)1EB, 


区 中 4( 筷 是 人 11 他 中 的 行列 式 , dn 是 它 的 余 因 子 。 
此 时 ,对 和 于 {!I.B 所 答 册 的 近 倍 解 Btz) 的 愤 益 , 有 下 面 的 佑 
计 式 克 立 : 
pr) Pr) ER A MO BO Tl Pt HE). 
(11.11) 
和 但是， 
P=—NOMOTONDIMED .NOMD, 
= A Be MOMG FO MOM DE + MOMO) 
GO 是 二 项 式 系 数 )， 
豆 基 解 2 区 的 组 对 值 |P( 二 ;的 上 限 , 佑 十 值 如 下 : 
Ho EN i (11.19) 
在 此 ,点 是 | 人 2) 的 上 界 ( 序 | 9 他 ) 1 竺 5)， 另 入 ,以上 公式 中 的 如 
都 是 (11.8) 定 导 的 柔 数 。 
3) 楼 有 冶 异 性 时 的 处 理 方 法 在 应 用 上 , 核 玉 (x, 四 或 者 其 
导数 及 yz 0) 当 ww 一 yy 时 常常 是 不 速 闵 的 ， 此 时 上 先 和 将 (LT .2 宇 为 


p (|1 一 | Ks, y)ay| 


-对 正人 y) Eo (W -po) ldy=f (0). 011.18) 


上 式 左 边 第 二 项 的 发 积 阔 数 , 在 zy 时 会 有 [9p( 纹 一 g (的 ] 为 0 
的 因子 , 所 以 它 的 青 异 性 应 可 比 及 (w, 用 pt) 的 奇偶 性 低 ， 队 而 
由 或 稻 仓 公 式 近 侦 积分 时 所 产 年 的 训 着 也 过 小。 叶 直 , 在 左边 第 
一 项 的 积分 中 ,不 含有 未 知 罚 数 , 下 此 进 容易 积分 。 

这 和 样 ,从 511.1 久 3 作 一 次 方程 


Fe) [lay C2)] NS AsK (mo, an 区 (oo —$ (0)] =f (em) 


EET 


只 
#0 人 第 3 这 积 获 专程 的 近似 解 注 
共 中 
xz 人 一 | Ele, Way G1, 2 有。 (1.14) ' 
这 个 方程 的 解 , 比 (1 . 蜀 的 解 能 答 出 更 好 的 近似。 
例 1 用 Gauss 求 积 公式 求 积 分 方程 
; go) 3) eg 人 dy 1 人 
在 (了 1. 才 中 全 ”=2， ~ 
和 d= As=0.6; 的 =0.2113， w=7887. , 
和 从 而 一 次 方程 (入 . 是 
ot 人 (zi —0. 2054$ (m0) 一 0.4434， 
-0.29640m m7) +0.65343j .9 一 人 .33834， ~ 
… 所 以 


$m = .9997， rr) = 0.9000. 
从 (五 .6) 得 出 下 面 的 近 伏 解 : 
(一 于 (0.9997eoallae 二 0.9990coreerz) 二 1 一 开 (or 人， (2) | 


用 (二. 了}, (11.13) 梢 计 融 盖 沪 
per) | HDSEl.4d3, [pw $s | 0.07, 


Ee 
a PT 1 “ ” 了 L 过 = ~ 
四 1， 四 = % 


必 。 四 于 正确 的 解 是 o(z) 一 1, $(z) 的 误 浴 是 0,004 大 右 , 所 以 从 这 个 合计 式 ,可 - 
:下 以 直接 看 册 正 而 鞭 的 基 让。 
2 例 2 洪 察 固有 值 问题 : 
YAY YOO ED "1) =0 中 
- (一 端 固定 ,截面 不 间 的 示 棒 振动 ) . 
| 微分 方程 的 Green 攻关 在 (x, 起 是 . 
TAG (Et), 
> 清 注 D7 br(3r— 8) /6 (rE). ' 
从而 , 解 (的 问题 归 业 为 退 下 面积 分 兴 程 的 则 是 : 
yw) 一 人 天 (zy yA, Kz, P=GC, +. 全 
千 


在 (11.14) 中 , 当 %=3 了 时 ;使 用 Riuipson 公式 ,有 有 


i HT 
oT 

wr - _ 
a 

由 _ - 


YY 


& 12 eumnann 和 类 解法 231 
习 二 二]:6， 一人 2 交 ] 二 占 ， ,二 .6， Za 一 荆 。 
阁 此 进行 计算 , 列 昌 1.5 对 于 一 2 3 为 
人 =] .060.3)++1.20711),， 
pl} = 和 .DOPCLY, 


= 0, 
p 
Fa = 
1.50—p 1 下 | -0 -| .25， 
3.795 4 ,00 一 产 : 7 
页 
5.857， 
-| 13 


和 一 685 是 十分 好 的 近似 值 。 


$ 了 Neumann 级 数 解法 
1) 方法 假设 所 答 积 分 方程 


pl) 一 和 | E(w, W)C) dy=F (©) (12.1) 
的 解 g (z) , 可 用 下 面 的 般 数 表 示 : 
PP) 一 ok 十 和 pi past) (12.2) 
系数 gr(T) 可 用 


ge =f (0), art( 人 一 | Kle, yprlay (12.3) 
求 确定 。 
在 此 ,定义 了 所 训 泛 核 (b~1, 2，…) 
Filw, WD =K(z, 9g), Kenale, 及 一 | E(w,%) Kole,y) de (12.4) 
后 , yx(2) 可 必 示 为 
ge) =—f (8), mr 人 -| 有 (Ce WF AY. (12.0) 
把 芷 们 代 大 家 数 导 12. 细 中 , 刚 布 


站 
3 和 ' 这 0 “ 
- 5 = 加 

= 


I PA TT 
加 
Le - 


Sumrm yy 


-1 
Pl -ee 


RM 


"ey 


a 


Tr 


1 = 
1 
Ee 


[| dl 
i 
四 


ur 也 了 
"i 11 - 
本 了 


um 
1 
站 站 
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下 
po) = 十 下 Te y, MF)dy. (12.0) 


羡 数 玉屏 , 3， 称 光 积分 方程 (12.1) 的 解 楼 , 它 可 表示 为 下 面 的 
六: 
Tm, yh) = Km, YE + (12.7) 
洛 核 开 (zx, 1) 有 界 
[K(x, y) |EN, dEw, yh, (12.8) 
刚 般 歼 (12.7)，(12.2) 有 至 少 对 于 
1 
Mib~—a) 
的 入 什 一 政 政 就 ,从 而 很 次 易 衣 明 融 数 所 家 示 的 是 艇 p(w)， 
实际 上 , 当 逐 次 求 弛 (由 时 ,用 适当 的 求 积 公 式 


| we 好 和 入 DA (rr) ， 


站 [二 进行 计算 ,较为 便利 。 
对 和 省 必 友 的 图 数值 ,用 
Ki= EK {gm, TE), Pe pt,), 
P= Y(t, 了 一 了 


[| < (12.9) 


表示 , 则 有 
| Kl Wo dy BAKap®. 
所 以 yw 和 的 近似 值 9 可 
P41 = nk wp P= gf® (12.10} 
粹 出 。 用 人 这些 各 作 
四 二， (12.11) 


则 可 得 到 2 ”的 近 亿 值 。 些 般 数 对 于 满足 间 2. 久 的 大 了 政 数 。 
这 样 来 作 近似 值 9 ,很 显然 8 满足 下 面 打 程 ; 


#12 6nanI 络 娄 有 竺 法 33 
mn 2 一， (12.12) 


于 方 程 恰 为 在 前 节 中 ,直接 用 近 位 法 解 积分 方程 时 ,所 得 的 代数 方 
各 (1.5)，。 披 别 这 时 所 迹 的 解 站 ,， 咎 果 相当 于 解 这 个 代数 方程 的 
一 利 ' 江 位 法 。 

2) 对 Neumann 航 数 的 解析 延 霜 总 入 为 核 到 他, 骨 的 
纸 对 值 节 小 的 丁 有 了 值 , 则 答 出 解 核 垃 (z， y, 让 的 般 数 (12.7) 只 在 
加 |x| < 入 ;内 收 航 。 在 此 ,， 当 |%| 趋 近 于 ,和 ;时 ,一 般 胡 数 收 竹 比 
较 述 黎 。 

此 尘 ,总 入 为 已 知 ,， 若 根据 某 一 种 方法 ,在 某 种 程度 知道 了 国 
有 有 值 的 分 布 时 ,下 述 的 方法 是 有 效 的 ， 

以 下 用 二 于 汶 说 明 。 设 为 二 一 1 为 已 知 , 求 在 入 =1 寻 的 值 (下 
是 测 硝 依 ) 。 

\ i) 直接 解析 延 拓 法 。 发 解 对 于 | 大 | <<1 可 展 成 毅 数 

多 一 旬 0 十 大 PT 于 办 和 3 于 


“例如 将 和 = 二 元 代 及 ,就 尺 加 以 整理 ,区 有 


p= pth 的 1 十 gpa, 
但 
1 1 1 
Po 一 Po 十 可 91 十 于 Pa 十 富 3 十 …， 


3 
Pa 一 91 十 多 二 本 Ppa", 


这 个 入 的 烽 数 ,不 蛤 其 他 回 有 值 分 布 如 何 ,在 对 应 于 和 一 1 的 入 一 地 

(和 ) 去 极 法 。 解 核 在 加 一 一 1 处 有 一 般 的 极 ( 如 核 是 对 称 的 ， 
则 所 有 的 固有 值 是 一 般 的 极 ) 。 再 有 其 他 的 固有 值 都 在 加 的 外 部 
[| >1, 


有 
| 站 上 ”= 
a 


1 Te 
i 只 人 i 中 
= ™ ， “ 
I 


了 
A 


a J r =- 

-" 
-5 
wr a -1 


Re 
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此 时 , 画 数 你 十 也 二 十 9, 入， 以 十 了 P(tw, 入 在 入 一 一 椒 便 
不 具有 奇异 点 ， 所 应 其 般 数 的 展开 式 在 牢 径 化 工大 的 圆 的 内 部 


| 过 [| 收 就 。 


这 个 展开 蕊 可 证 掖 得 之 如下; 
tm, yA) = ES, oy ARs, 
—EK+AER+Rs] + [Kf Ks] + 
(十 二 pr, A) 一 oo 十 和 [Po 十 gr] + [gi pe] +…, 
特别 是 当 和 = 工时 , 则 


DT， Y, 办 一 于 [天 二 (KEK +RK3) + (Kyat Kg)+'], 


1 . 
六 《全 ， 1) “Llpot (po 十 1) 十 (Pi 十 人 了 十 ，…"]， 


Aiii 次 数 变换 法 。 必 功 数 9 一 of 具有 下 刚性 质 : 
(2) om 当 | 上 ?< 时 正则 ,人 (各 在 |3| 雪 工 半 于 orl(o) 的 
受 区 坡 中 正则 。 
(Db) wt0) =0, | 一 [wo 人 ho 兰 工 . 
0) 对 于 必要 的 和 和 值 ， |n| 二 110) | 志 1. 
下 时 , 在 表示 解 楼 或 者 和解 的 般 数 中 代 大 入 一 -1(m) , 刚 得 到 关于 ”9 
的 稻 数 ,这 个 般 数 可 能 收 就 得 快 。 
侈 如 所 有 国有 值 在 竺 在 面 Re 久生 一 1 上 时 , 和 通 了 于 以 下 的 变 


换 : 
" -一 2 -一 3 1 


由于 这 个 弯 换 ,如 对 解 核 二 得 到 了 琢 数 
AT (sw, Y, A) =2FKn+ (2K +4E,) 7 
+ (2RE+8Es TBR +,.., 


1 
在 并 相当 于 9 一 可 的 点 上 , 这 个 般 数 收 人 名 得 非常 快 。 


/型 


Ta 
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8 13 积分 方程 对 Diziehiet 问题 的 应 肌 


六 哇 将 悉 分 方 格 应 用 于 Diriehlet 同 题 ,也 就 是 求 在 下面 
上 的 出 数 ,9) , 宅 在 区 域 昌 内 满足 4 一 0 在 其 边界 大 于 为 输 


定 倩 。 
1) 转换 为 积分 方程 ”首先 刷 了 为 二 点 王 (人 的， 玫 过 9 的 
距 歼 , 贡 
wlog r=lopg ~v {zs—d2 (y— mn) (183.1) 
征 2 和 gz 的 闫 数 ,时 是 碍 和 国 数 。 也 扣 是 满足 方程 
0 A 
da By -0 (‘13.29) 


从 而 此 玉 丈 关于 人 参数, 的 导数 全 :tt 也 是 前 和 芍 (%,w 的 本 数 )。 
在 此 吉 鞋 为 任意 万 向 , 尔 数 如 作 六 ££ ,nn 的 莉 数 , 定 在 工 方 向 的 方向 


导数 让 是 生 , 4 的 和 性 精 合 (z, 9 的 男 数 )， 所 以 也 是 油 和 砚 数 。 


识 向 量 了 衣 和 方向 五 所 成 的 角 为 w, 则 


Ou _1 Br coaw 
a 7 2L 7 


所 以 cos gr 是 调和 历数 ， 

设 及 和 的 区 域 恕 有 和 界 , 宅 的 周 界 六 用 绒 长 8, 可 和 愉 示 为 方程 

4 一 4 ， gr) (O00), 
za ,9' (8) 都 是 连 结 的 ， 卫 不 同时 为 雳 。 再 司 所 求 调和 男 数 的 边 

闭 值 征 狂 长 8 的 速 鞭 画 数 (3)， 

根据 上 别 的 时 论 ， 设 了 P(w， y) 为 任意 点 ， 村 作 ， 为 周 界 六 上 上 
的 点 , PM 条 周 冯 二 在 型 处 的 外 癌 法 纹 所 或 的 角 为 2, 则 对 于 任 
辣 速 种 图 逆 Arfs) ， 


V le, —| ED (syds (18.8) 
是 浊 , 8 的 责 数 ,而 量 在 他 内 关 和 。 


-= 
一 有 

-人 

”二 - 


和 
r - 1 了 


中 第 省 章 积 抹 方程 的 近 亿 解法 
用 四 表示 五 向 五 荫 与 2 翰 正 向 所 成 的 角 ， 当 放 在 周 界 上 移 
动 时 ,把 它 看 作 是 * 的 而 数 ,do 和 之 阳 有 关系 式 
: CO Wg doy 
由 
特此 关系 式 代入 (3.3 ,刚才 


上 一 | "sp Mm {sas = Iw (8) de 
0 了 0 


nn | Po 他 
-| as (18.4) 


图 18.1 
在 此 , % 是 的 曙 数 ， 同 时 也 是 点 了 的 半 标 zy 的 甸 数 ， 六 即 
w 二 w(s, vw; 殷 ， 对 这 个 外 二 w(s, zw; 好， 根据 几何 图 形 , 很 明显 成 
本 菠 下 面 盾 关 基 : 


sg 2x(P 是 G 内 的 点 ) ， 
人 让 do<| =( 是 gf 上 的 点 (18.5) 
0(P 是 外 的 点 )， 
误 和 在 奔 究 一 下 下 式 的 调和 图 数 : 
Wr, Y) 一 -| p(s) Ge ds (13.6) 


要求 在 周 界 上 与 站 (8) 一 至 时 ,08) 必须 满 中 那些 条 件 。 
当 点 世 t: 朋 有 愉 她 的 内 部 趋 近 于 周 愉 上 相当 一 o 的 点 P, 时 ， 
应 用 (183. 刀 的 性 质 , 从 (13. 合 粹 出 tv, 四 的 极限 值 为 


。 __1: 和 dew (8, 全 ， 8 
pe, 0 -pa 
= lim [ta ~ (0)] So 的 
Ft ) | 2 2 
ds 
[GD —p(0)] Se 0) as+2wplo) 


-| doe 


| 
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据 此 ,， (3) 的 条 性 是 


po) —| Ks, o) p(s) ds— mf (0). (18.7) 
共 中 z 
El(s, 0)— I So, 5 ) 
__1la ,1 ys)—y(o) 
一 ge tan ve mrs {13.8) 
沽 峙 积分 方程 


po)—%| KG, out)ds—T Fo), (18.9) 


所 所 求 的 上 cc) 可 确定 为 此 方程 当 和 二 1 时 的 解 。 因 为 可 以 施 吕 
和 二 1 不 是 固有 值 , 这 就 意味 着 对 于 尾音 的 (3), 解 是 存在 的 。 由 
(13.5) 可 以 直接 得 出 


| 到 (s, ods—=—1 (18.10) 


所 以 明显 地 入 二 一] 是 一 个 国有 值 , 4(0) 一 0 (常数 ) 是 其 周 有 图 
激 。 

这 里 , 在 入 1 时 Neumann 琢 数 (13.2) 或 (18.7) (此 时 是 所 
求 的 解 ) 部 了 予 能 应 用 , 可 是 能 够 证 明 所 有 的 克 有 值 都 是 实数 , 而 且 
在 区 闪 (一 1, 1) 内 不 存在 问 有 值 , 所 以 可 以 应 用 .上 节 所 述 的 解析 
延 拓 法 。 

髓 有 , 阁 周 党 二 用 强 s 届 外 的 参数 主 表 示 时 ， 对 只 (se 的 积分 


(TT) +| = 人 tan™t 二 多 = 7 d= fl) ， 


(18.11) 
2) Neumann 解法 对 积分 方程 (13. 急 作 韦 搁 


2 


a! 上 Hi nm 一 Cm 1 一 
"Th “Yt +, 了 4 和 
到 站 生生 
有 


-™ J - EE | ee Fr 本 - 1 一 一 [ oo 
和 
户 a “3 人 ™ a TT 中 1 一 呈 也， ' nil 1 
1 - . 1 F 加 =- 1 1 Jb 
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并 将 (18.10) 着 典 进 去 , 则 得 
pt 人 (oO 一 中 Ke, 0) f(s) —p(o) ds f(0). (18.19) 


a 


因为 入 一 1 对 应 于 一 六 ,所 以 代 灯 (13. 巷 来 解 当 F 一 喜 的 (18.12) 


就 可 以 了 了。 
由 了 于 in| 二 1/2 是 相当 于 一 1/3 筷 XA 圣 1, 所 以 车 能 指出 在 此 区 


间 内 没有 (13.9) 的 加 有 值 ， 则 对 9 一 去 , 用 下 面 形 式 的 般 数 解 
(18.19) ,就 能 保 谢 它 收敛 : 


MOAT) 一 Mo 十 BIG 十 Nat 二 和 (18.18) 
其 中 
pol0) —o f(a), 
十 Fe 
Lnri (0) 一 于 | KG, o) Luntsl) 一 Anko7as。 
现在 用 兄 条 方法 漆 考 罕 尽 
K(s, o) 一 一 二 2 人 ah) ， 


交接 可 指出 (13.18) 是 收 航 的 , 措 能 和 出 解 。 特 别 当 区 城 好 是 吓 

的 ,其 局 夫 二 上 所 有 点 的 曲率 华 径 有 限 , 村 以 Bo 为 最大 的 有 昌 丈 中 

径 时 ,很 次 易于 出 成 并 普 下 疝 的 估计 式 : 

[| dowts, m1) dw ls, qa) las 
{3 


Sw (1 nS). (13.14) 


全 rs 
用 此 ,可 说 昌 稻 数 (13.13) 比 仅 比 为 
Pp 一 1 一刻, 咎 < 一 I (13.15) 
的 等 比 笑 数 收 仇 得 快 ， 
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8) Krylo 从 解法 将 所 粮 区 域 的 周 界 荆 分 海 % 竺 分 ,各 分 
8 一 81 89 3 5 一 8p4.1 一 8x, 出 有 


所 ‘sy Qo Gs, ©) da Sn dats or) (13.16) 
0 8 i=1 


这 广 ,但 
dr (si, 0) -| ds, (18.17) 
在 此 ,对 积分 方程 
ia) 十 于] ps) ds flo) (13.18) 


由 此 近 慨 式 , 他 9 二 5, 则 得 
(8,) 十 二 bp MS) pc (Bk, B87) 3 FC8e), 


国 上 比 , 民 数 方程 


fs 十 二 Dts) dro (sp, B81) — Ff (8), {13.19) 
其 中 
+ 
ds Can, 人) -| do ts, 80 gs (13 .20) 


和 ts 


的 解 久 (8) , 粹 出 了 (8) 的 近 侦 值 。 这 里 的 drw (sr, sn 当 具 体 答 
出 区 城 时 ,可 根据 图 形 直 接 求 划 它 的 值 。 
解 (13.19) ,如 果 知 道 记 {90) 的 值 , 则 


Lls) —F (8) ~ 二 > KR (gn) Aicw (se, 8) (13 .21) 


是 解 4&ts) 的 近似 夯 数 。 
用 &fs) 可 得 到 Dirichiet 问题 的 近似 解 


TI -| nn (8) ol, TT, Ws, 


一 
| 
-rr 


i tT er = 
了 人 = 二 = i FE 站 
- Se 让 
了 ， Ir 和 1 Dm, -Fa =- 
- 。 ， | - - 上 
=- 


PE A 
上 = - 


40 能 2 弄 积 咏 方程 的 近似 解法 


其 中 
tan 1 (s) 一 


ct8, 忆 ， y) 一 好) 一 出 一 和 


可 是 使 用 和 人 3.16 同 笠 的 近 收 式 , 即 用 
Tm, Y) 一 了 Re ec (Bk, EY) 
习 生 于 汶 便利 。 
使 用 几何 的 方法 ， 对 于 几 (13.21) 求 出 的 上 Cs) 的 认 着 |. 人 3) 
一 及 (8) | ， 具 用 忆 知 数 就 能 正确 加 以 估计 ,这 里 也 作 群 得 的 寻 论 。 
人 得 须 福 音 , 当 周 异 疤 分 光 沸 时 ,可 以 了 导出 


ple) -Fe) =0 (二 ). (13 .22) 


ms 
4) 例 对 椭 团 的 Dirichlet 问题 对 狂 加 w=& cost 
y 一 8 gin t(g 宇 ,有 


人 本 一 YtT) ab 
Bn {wt{r) orb (0 57) oc0g (tT)° 


所 以 要 了 要 所 (13.11) 为 
mht), a (arm 0). 


对 了 起 一 过于 3 cos 24) /16, 用 各 种 近代 解法 所 得 的 近 位 值 如 下 : 
这 里 部 是 对 #==3x/16 的 jy( 四 的 值 。 

wx 一 0.0702917 ， 

B=0.0702919, 

Y=0,07009, 

d=—=0.07083, 
其 中 a 是 由 正确 解 (8) 一 {35 十 27 cos 28) 7160 所 得 的 值 ，8 是 
前 六 多 中 用 去 极 法 ,从 最 初 取 到 5 项 的 和 sy 是 前 节 中 中 ,用 变 摘 
一 20/ (1 一 和 ; 当 nm 二 43 时 取 到 访 的 值 , 8 是 用 本 节 的 Neumann 
解法 取 到 [ 5 的 乌 。 


到 


本 . 


了 14 用 授 化 孩 的 过 也 解法 


$ 14 用 息 化 核 的 近似 解法 
1) 有 通化 核 的 积分 方程 ” 当 积 分 方 科 
pz) —N| Ko, gv (Day=f(%) 
的 核 是 退化 核 , 也 就 是 
K (se, 9) — Ton(o) Br (y) 
时 ,方程 是 容易 解 的 。 将 (14.2) 代 天 (14.1) ,可 知 其 解 为 


yp (x) -f(g) +> A tr) . 


但 是 ,系数 4; 漠 中 代数 方程 租 


Ai—\ Dy Ba 如 一 Ni 
其 中 
‘=| FC) Bo)ds, Ba=| mm 四 pa)az. 
设 (I14,44 的 系数 所 作 的 行列 式 dd 人 为 
dM) Or — ABirl, 


41 


(14.1) 
(14.2) 
(14.3) 


(14.4) 
[14 .5 


(14.0) 


当 4 四 玫 0 时 ,可 以 决定 系数 4;, 并 从 (14. 仿 粹 出 积分 方程 的 解 。 

2) 出 近似 核 解 时 的 钥 血 信和 吞 ”有 退化 术 的 积分 方程 ,可 以 正 
确 的 求 包 ,要 解 具 有 任意 核 的 积分 方程 ,自然 产生 了 用 近 相 于 核 的 
退化 核 求 代 丈 核 的 想 靶 , 霸 以 近似 退化 核 的 解 , 作 为 所 答 问 题 的 近 


亿 解 。 关 于 此 时 所 产生 的 疆 着 有 下 面 的 定理 。 
定理 ”阁下 个 积分 方程 


p 全 一 让 Ks, Wo (dy (8), 


Po) 一 人 | 人 Fy) dy -gC0) 
全 丰 下 国 二 个 条 性 : 


(14.7) 


(14.8) 


bi ~- 
i 
! . mm ™ 和 nl 


2 

= | 

a 
- 四 


ro 
人 
1 


er TL 十 一 rr 
1 ph 1 - 一 ! rh 
四 ml ,= = [ I ' ' 
-= b 1 1 
用 


I 
FA 和 四 


4 第 2 章 积 丑 方程 的 近 位 解法 
| E(w, 一 证 { 交 ， gj dy 之 六， C14.,9) 
一 中 <n, (14.10) 
| ye 8 2 28 二 吾 ， (14.11) 
其 中 yA) 是 (14.3) 的 和解 核 。 
此 时 , 刀 有 和 柔 件 
1 一 | 入 入 十 | 入 1B)>>0 (14.12) 


成 竟 , 则 .站 有 队 一 的 各 Po， 于 和 人 14.8) 的 解 2) 之 间 , 有 
下 面 的 不 等 式 上 而 并: 


人 ~ NIA A(T IAIB) 
| gr) — pe) | < IT 一 [RCI NB ttt |B), 


(14.18) 


其 中 不 是 !f(z) | 的 .上 界 。 
了 旺 明 合计 为 :p(w 的 上 界 。| yg (2 | 三 对 ,从 (14.7) 


Pp {TE) -| ze y) pW dy 


=f (0) +%| EE Cw, 9) be, Wp (dy = (8). 
(14.14) 
对 于 这 个 产 (人 ) 有 下 面 的 估 群 : 
f(D IE + 下 人 ) —k(g, y) | 9 CW) [ay 
SN+IAMM| |[K(e, 9) ~h(o, y) lay 
N+ IN Mh. 
从 而 ,用 (14.14) 
oo Fo 2 0, 9, DPW 
(NTN HA FB)., 


~ 
宣 、 


814 用 过 化 桂 的 近似 解法 4 


M< (N+ IA NMA) (T+ NB), 
{一 [A 十 BYM N+ |N|B), 
在 此 ,车 条 和信 
1 一 | 无 代 十 INAiB)>0 (14.12) 
辜 并 ,十 


N(1+ IA.'B) 


这 样 , 可知 (14.7) 的 解 p (四 是 有 界 的 ， 所 以 (14.7) 的 解 是 只 
一 和 的; 肪 入 不 是 同 有 慎 。 
从 (14.14) 践 去 (14.8) ,对 于 
(0) =p (0) 一 (Ga) 
得 到 下 面 方程 
bo) —A| Fs, WP) yf (2) —g9 (8). 
再 此 ,和 
-go 六 人 一 A++ 了 四 一 go| 
一 四 LE (2 DD—B(s, YP dy 
t+ |f (2) 一 9 1 生性 有 十 %， 


所 及 
(| 至 | 疡 (一 go | 
+ fe, y, DIF (eo) gle) [ay 
EN MA TTIN BY, (14.16) 
将 下 的 估计 式 (14.15) 代 和 得 (14.18). (证 毕 ) 


系 “在 和 本 定理 的 同一 候 巩 下 ,分 时 为 !I8( 罗 | 的 革 异 ,， 划 更 - 
精确 的 佑 群 式 为 


人 


有 站， Er | =- = a 
A 
r 


司 ”二 二 rr , =- = mr ' 一 亚 “ 亚 
0 
[| -= =- -, 1 ” - ” 


4 第 3 瘟 积 必 方程 的 近似 和 解 注 
< Mt (I+ 1A|B) 
| 名人 人 ) 一) | 择 RATE (14.17) 
证 明 全 和 是 | 由 十 ) ， _ jy 一 也 (Ww) 的 阴 天 值 ,期 
并 过 机 十 5 
从 而 ,由 (1 和 .16) 得 
; 8 三 [| (最 十 的 天 二 9] 代 十 | 五 )， 
解 出 和， 出 竺 (和 4. 工 六 . (其 堵 ) 
例 ”用 本 音 的 三 法 ;近似 的 解 积 分 访 程 
PAE) 一 | Bn typty dy = Ft). : (二 
由 于 
户 了 有 wy yt 十 工 失 -一 re 
只 取 层 开 式 最 动 的 前 两 本 ,期 有 
gga 
一 | (ey— Eay=7 6). (2) 
此 馈 可 用 
Tr} Art Drit ie) 
由 示 , 民 大 方程 
Az+ Bes—fir—fyr — 2 Ar~ B+ i A + Bb Be -0, 
共 中 
广 = | ay, fa= 一 百 | fy)dy, 
所 以 
23 1 1 6377 
31 160 77/ 3 5 Bfs 
_ 5377 
oe i ft 21 1s). 
C2) 的 解 音 (Y) 力 
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工 
十 {1 043277[1 .00018360zy —0.0010416tmy + ey ) 
站 
_0.15972229g3g2]7Coey， 
局 而 ,所 禄 是 
yz y, 上 一 1.043277[1.0001860 mg 


-一 让 .0010416rray roy} 0.15907222 3] , 
册 上 由， 


3 1 
| Ye gy, Day<: 


科 有 ,对 于 
I 


丹 兰 立 择 这 


1 3 
EE] EE 
Eee, Wk) Ways| I 
r 1 也 


一 和 1 
在 民生 .i143) 中 ) 兮 
1 过 
1 


得 
[$m — pr | EN x 10-s, 


但 站 是 | 7 四] 的 上 陋 。 
特别 : 藻 取 


_1.1 2 1 了 人 多 
f(a) =1+ (eos 加 1)=1 st Bd M0 1"? 


在 0S% 所 二 上 上 jy(o)1 三. 
从 而 此 时 近似 解 
fo =140.0000009 x 一 0.0000002 ze 
的 误差 , 确 团 的 咀 , 比 10-5 小 。 蜂 正 的 解 为 pz) 二 1 所 以 知 计 成 立 。 
3) 和 Galerkin 方法 的 关爱 ” 立 积 分 方程 


L(g) pC) -| Kl, oy)dy f(s) =0 (14.18) 


的 泛 代 和 解 淤 (rw) ;假定 用 汗 沈 选 定 沟 画 数 调 pyr) (一 二, 员 ,和 %) 
| 


! 


”一 ” Ey | 
a Tin 
下 小 是 本 
' 站 


yn Tr np - -Fr 
2 了 A - 本 人 " 
a 1 = - 


， 


™q De 一 ee 
和 A ", 
[| 


A 


rr 
全 上 


这 


于 本 本 二” 
和 机 a 
四 用 四 用 


加 二 有 
-人 ” 
和 


CT 
< 名 RE 


TY 
TF - = 
时 


Hr 


4 第 23 章 各 他方 程 的 近似 解法 
P(E) 一 2) 十 Dorprlt), (14.19) 
用 - 


| 工人 poyaz-0 人 12. 册 (14.20) 


毋 定 条 数 人 的 三 法 ， 咱 估 Galerkin 法 。 这 个 方法 , 实质 上 不 外 平 
是 用 适当 的 退化 以 下 ,tz, 9) 染 上 换 炉 天 (32, 有)， 

次 先 要 注意 ,不 一 般 性 ,可 以 把 or 他) 这 一 2, ……, 0 和 赴 作 
蘑 个 正规 正 交 完备 图 数 季 pr (vw) 霹 一 二 2 9 的 最 初 各 个 
酌 数 。 分 上 (45,9) 用 完备 系 ostz) 展开 时 的 前 ”项 部 分 和 为 
下 sr 9) ,0 


Ko WD — Del) prle); 


f(y) = | K (e, Y) pr (2) ds, 
考 丰 以 此 为 核 的 积分 方 各 
Llp) 一 p(o) —X| Kale, 扩 py 一 Fo) =0, (14.21) 

因为 它 具 有 进化 核 ,所 以 有 (14.19) 形式 的 精确 解 ， 它 的 系数 os 可 
由 下 式 决 定 : 

| 五 的 pe)ae=0 G1,2, ,4.29) . 

于 是 ,对 于 8 一 二 2，, …, n, 有 关系 式 

人 Ge Dor (ear | Fe, prle) de, 

所 以 
{L090)a0=| LG) po) de. 


因而 ,用 Galerkin 法 所 得 到 的 (14.18) 的 近 倍 解 p(2) ;是 退 北 核 方 
程 (4.21) 的 精确 解 。 


第 3 音 逐次 近似 法 


$5 方法 例 举 


首先 用 镜 单 例 地 部 明 一 下 性 乞 是 逐次 近 怕 法 。 考 虑 现在 天 文 
学 中 的 Kepler 方程 


tz—aamnz—b (a>0). (15.1) 
他 

Fr) dinv 二 + , - {16.2) 

则 方 相 霄 示 为 上 上 列 形式 : 
7—f (re). (18.8) 

方 了 解 此 方程 ,根据 

和 8 一心， 

| ZI 一 天 (和 (一 本 2,.), (15.4) 


以 9 作为 声 始 值 ,作出 所 调 近 人 数列 如 JJ ， 在 此 假 诅 {z 能 表示 


成 收 颌 的 数列 , 剧 
2 =— lim om {18 .8) 


= 


_ 显然 满足 太一 六 oo ,所 以 得 出 了 (15.3) 就 是 (15.]) 的 根 。 
由 于 对 于 任意 的 ,有 关系 式 
fF 的 一 /GD ~a lsin €~sin 1) —24 cos + sn 
所 以 


FE fF GD)] S20 sin £32 | Salé~n| (15.0) 
成 立 ,从 了 而 对 于 4 兰 1, 有 关系 式 


2 一 2 一 fF Cs) —f (er.1) ] EF | Xr 1 | | 


如 此 ,此 稻 碍 行 7? 次 , 疯 于 0 三 ?7 三, 则 人 


四 


! = =- 国 
A eh | 2 _ 


人 


人 - ar 
2 a TT 和 ME I me ar TE rr pT 
=- r =- =- 机 ” ” ” “ i i “了 -i |= 一 让 时 可 
™ "2 "+ 4 iT 一 1 
= 一 = ” = 1 
下 


和: 
= 


i i pr ~ 
31 t 加 
站 
站 
=r 
h 
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[ot1 ~ Tk ] 0 | Wh — Wh | (1b.7) 
出 此 ,对 于 到 三 站 兰 1 就 有 
Ti tx—1 
[2m CO— Tn | 一 | 之 (E11 OO— Rk) = 之 AT 一 | 


SSalmalEa( To)|s ol. (15.8) 
t=1 i=| | 


从而 , 若 有 4 二 1, 就 有 下 面 的 趟 圭 式 胸 妾 : 
(0m 之 这 1]1). (15.9) 


Cn 
二 
转 此 可 吞 ,数列 to 满足 Uauchy 收 名 条 件 
lim | 多 nm 一 省 | = 0. 


于 由 一 上 


[wm zn | 至 了 {m1— To| 


(15.10) 


如 此 假 改 5<1,， 可 知 用 15. 分 所 作出 的 还 家 近似 数列 {z 寺 ， 


对 手 任 何 的 初始 什 e， 都 收敛 于 方程 的 根 2*， 再 有 有 , 在 (5.9) 中 ， 
当 ?oo 时 ,就 有 


一 全 | (65.11) 


| 一 一 ] 一 让 
它 不 仅 哨 示 出 数 齐 to 的 收 笋 速度 ， 和 并 答 册 了 关于 mm 的 慰 差 佑 
才 。 特别 是 在 实际 应 用 中 , 由 于 #1, 所 以 这 种 方 闭 适 于 求 根 的 
近 贷 值 。 


如 上 所 述 , 由 于 逐次 近似 法 一 般 可 选用 于 非 米 性 问题 中 ,所 以 


在 应 用 上 是 很 重要 的 。 另 外 ,逐次 近 修 法 能 同时 指 唱 解 的 存在 性 ， 
因而 在 理 座 上 也 有 重 贤 的 作用 。 


$16 鞍 次 近似 法 的 理 给 


1) 准备 知 蔗 ”为 了 叙述 逐次 近似 法 的 一 般 理 议 ,首先 求 复 村 
一 下 省 图 分 析 中 的 一 些 稚 念 和 记 司 。 

由 下 面 的 形式 来 定 多 抽象 距离 空 沿 。 

对 于 恬 于 空间 呈 的 任意 二 点 六, fa( 人 简单 记 为 户 , f4 RY), 用 


3 16 逐 民 过 说 法 的 理 葬 48 
非 肥 的 数 定 义 这 二 点 的 距离 , 记 定 为 上方 一 方 | 上 而 且 往 足下 面 三 个 
茶 件 ; 
i) |j 产 一 户 1 一 | 六 一 方 |， 
i) 一 0 六 一 广 | = 只 当 庆 =- 方 时 种 抱 袜 ， 
ii 对 于 全 党 的 二 fo; faER, 有 
fi 一 fsl 和 fi 一 fa + fs—fal, (18.1) 
全 这 里 应 夺 伍 , 持 不 一 定 必 须 假 定 屋 是 入 性 空间 ,从 而 二 一 刻 
就 不 一 定 是 中 中 的 点 。 因 此 让 能 把 | 广 一 | 淖 作 是 六 一 方 在 普 
通 意 叉 下 的 范 数 。 汪 上 比 只 是 为 了 方便 供用 一 下 范 数 | 上 这 个 让 
号 全。 
二 多 于 罕 间 六 满 是 以 下 条 件 时 , 时 作 元 备 的 。 属 于 天 的 履 章 
眠 列 : 用 1， 亡 ，…， 若 满足 Uauchy 收 斋 条 和 件 


mn [fn mf =0, (16.2) 
则 年 到 中 存在 这 样 的 产 使 
lim | 一 疡 | = (16.3) 


了 觅 。 妨 个 了 称 为 点 烈 方 的 极 陋 。 

对 于 二 的 于 空间 了 中 往 意 态 六 ,使 其 与 R 的 点 了 fF 相对 的 算 
子 包 ; 车 对 于 任意 的 户 , fa€ 了 ,存在 满足 

[TF Tf | KI —Ffsl (18.4) 
的 常数 天 时, 称 了 满足 Lipschitz 条 件 , 其 中 的 区 时 作 工 ip- 
aChitz Er , 
关于 以 上 一 些 稀 念 , 举 一 个 让 伍 例 对 加 以 祝 明 。 

定 半 在 闭 芝 了 阅 [&, 站 上 的 壕 灶 出 数 了 (#) 的 全 体 ， 于 定义 其 距 
的 为 
如 果 情 不 是 可 性 空间 ,页 一 般 地 可 芯 用 (了 9) 采 费 亲 户 g 两 点 的 醉 次 ,可 


吉 看 本 从 书 的 * 殷 合 ; 拓 挤 , 测 座 # 中 的 第 3 章节 ,1 或 参看 尖 盛 站 车 # 证 图 鼻 析 > 第 一 
音译 者 法 


+ 


pe 
全 了 ™ 1 1 = 
人 HA _ 


5 第 9 宇 逐 基 过 忆 法 


[ff3| = ms Ly | (16.8) 

那么 呈 基 距 六 突 站。 这 里 扩 (wy) 是 在 区 后 [4; 外 .上 多 正 价 连 种 图 
束 。{ 此 人 BR 可 认为 是 多 性 空间 ,特别 当 厂 (2) 二 1 时 ,记号 | | 
就 是 普通 0 一 一 - 范 数 .) 

在 连 鞭 弄 数 所 作 的 距离 空间 五 中 , 对 放任 总和 葵 定 的 两 个 连 策 
英才 ), 满 是 

Wi (0) EF (KE) EUs {T) 

的 豆 数 了 (xz) 的 合体 , 形 刻 完备 于 空间 了 【这 个 五 不 是 共性 空间 ) 。 

吉他 他 如 是 在 三 w, 三 S 上 的 有 界 过 和 荐 画 数 ,对 属于 轧 的 
男儿 了 (ww) ， 算 子 人， 车 出 


Tf (人 一 | Ge Ef (EaE (16.6) 
深 定 义 时 , 异 算 于 了 满足 Lipschitz 条 件 , 以 


2 JB, WEE 
re Wn 
为 Lipschitz 常数 。 即 
17 产 -2 区 1 产 一 由 | 
2》 性 次 钙 似 法 的 一 般 理 险 ”改定 义 在 距离 空间 RR 的 完备 于 
空间 也 的 算 于 了 了 , 党 足 Lipsohitz 常数 了 的 Lipschitz 条 件 。 此 时 
考虑 解 方程 


(16.7) 


f=77, (16.8) 
为 此 ,对 于 wwEF 作 逐 次 近代 数 到 
ti 一 了 一 ,二 2, +), (16.9) 
在 此 假定 所 有 世 E 台 , 再 根据 Lipschitz 条 件 , 对 于 宇 1 有 
[uti — wr) = | 一 za | 竺 共 | 一季 - 吉 ， 


如 此 进 生 7 次 ,对 于 0 和 ?7 三， 李 


=- 
一 "mn, 
} 


$16 逐 尝 近似 入 的 理 移 | 
[user — Cw | SE Wl 。 (16.10) 


从 而 ,对 于 加 >w 兰 1 根据 兰 角 不 等 式 (18. 人 与 (16.40) ,得 到 
HT 一 工 1 
em, — 6, | 一 之 (2 | = 这 一 下 
< FESE" 1( = K* ws —uol. (16.11) 


因此 ,当天 <1, 就 成 并 寻 下 刚 的 不 等 式 : 


jn m1) (16.12) 
劳 外 , 竹 瑟 中 误 足 不 等 式 
LA (16.18) 


的 点 娘 之 公 体 煌 成 子 窗 间 S 《今后 称 这 样 的 子 空 间 为 8 球 ) , 若 汪 
球 含 在 子 空间 五 内 ,在 (16.19) 中 合 m 一 1 则 有 


jun tl 二 ol) (16.12) 


这 样 就 保证 了 所 有 的 tm 都 珊 于 五. 于 是 也 就 有 了 了 无限 次 作 逐 次 
近似 点 型 的 可 能 性 。 
此 了 时 ,于 46.12) 中 , 当 乓 <， 就 有 


lim lu, m2 =O, 


极 据 假 愉 了 是 完备 的 ,故此 极限 存在 ,名 
lim Neal =0. (18.14) 


了 


这 样 , 下面 所 证 的 羽 就 是 (68.8) 的 解 。 就 是 从 16. 和 (6. 雪 有 


不 等 式 
|Tw—a) |Tu— Tu | 于 | 一 外 
Tu— Tal Fl —ol 
Ky ot 二 Wa 一. 


当 nr->co 阿 , 依 (16.14) ,古训 收 侣 于 第 ,所 以 


ea i 
, -al 1 ， ' =, 
- 


TT Ti 
Wr en ph ee ~ 2 
- =- 和 ， 。 上 站 
站 


ni LE 
We, 


* 


EE TR I 
om , ”a ee -= 7 1 ” 
1 - | -= 
-= ps 
TT 


于 第 了 覃 这 深 近 人 启 法 
加 一 中 | =0, BF Twe=wy. 
多 此 , 承 指 出 了 方程 人 6.8) 解 的 在 在 性 。 
:关于 解 的 唯一 性 ,可 如 下 来 部 了 。 如 是 方程 16.3) 的 解 。 
发 了 v=， 于 十 从 (18. 检 有 
jo =|Tu—TolaK leol, 
得 是 由 于 到 过 1， 所 以 
一 中 一 0， 生得 二 vw 
再 从 (16.1) 与 (16.%) 
wl Se nd hun | She atn] + Eh 一 有 
在 此 式 中 ,考察 当 mm 一 ce 时 的 极限 ， 
-ww 一 al (16.15) 


这 个 式 于 是 飞 示 纪 的 近 俱 程 座 。 特 别 当 % 一 4 时 ,可 以 得 到 和 解 世 在 
5S 球 内 的 娃 醒 。 : | 

3) 应 用 于 具体 问题 上 的 处 理 方 法 ”将 上 述 的 一 般 理 论 , 加 以 
因 炳 ,应 用 于 具体 疝 题 时 ,可 按 下 面 的 方式 进行 。 根据 所 葵 出 的 间 
是 ,在 距 码 空 同 玉 移 了 于 空间 了 中 , 首 泡 确定 宪 的 笑 子 工 ， 

(1) 五 关于 距离 空间 吾 是 完备 的 。 

(2) 对 于 任意 的 EF, TFERBR 是 唯一 确定 的 。 

(3) 方程 了 一 广 与 已 烙 出 的 问题 等 价 。 

(4) 算 子 了 在 闻 内 满足 Lipsehitz 条 件 , 共 Lipsohits 此 数 

政工 小 。 

此 时 ,上 表象 下 面 师 样 选 取 初 始 值 ww EF 

(5) 球 访 合 在 FF 内。 


如 有 末 能 够 只 有 这 样 的 形式 , 旭 适 用 一 般 所 计 论 的 粘 果 ,可 以 得 到 下 


面 的 鳍 误 : 
Ai 粒 生 的 问题 在 总 内 人世 有 了 唯一 的 解 。 


Per: 


一 有 


$17 诸 于 联 辫 方程 租 的 逐次 近似 法 658 
(证 ) 乏 次 近代 列 可 以 刻 也 次 进行 。 
iii 到 区 近 人 个 列 近 呈 的 亚 现 疏散 于 解 。 
tiv) 对 于 近代 刑 敲 着 的 合计 ,成 立 着 公式 (6.16}。 . 
总 之 ， 兴 于 所 和 葵 胸 问题 ,主要 的 关键 和 技巧 , 是 妇 何 选取 卫 ， 
,二 ， to， 生计 多 情 冰 下 交接 可 以 软 证 , 所 有 的 汤 都 在 内, 特 
剧 应 该 指出 的 是 ,可 以 不 要 求 条 件 (6) 必须 成 立 。 


§ 17 对 于 联 立方 程 钥 的 逐次 辽 似 法 


访 册 各 种 近 姐 解 灶 来 解 微分 方程 时 ， 妓 常 产 上 符 解 联 立 一 次 方 
竹 组 的 圈 题 。 在 此 首先 计 论 一 下 , 用 逐次 近似 灶 解 注 程 的 收 钱 条 


和 性。 


考察 联 立 一 次 方程 租 
w= Saar + Bb (一 二 2, + ， (17.1) 
为 了 求解 ,用 
ei oar + (17.9) 
作 逐 次 近 伞 列 2 ， 


以 zt 为 分 量 的 向 量 用 表示, 其 (197. 了 ) , (197. 多 的 形式 可 表 


未 为 


站 ， wti— Te (17.3 


于 是 对 向 基 的 集合 引 估 适当 的 焉 离 ， 而 向 量 w 可 以 看 作 蚌 
距 痪 空 图 的 点 。 关 于 距 帘 ， 可 以 腔 取 和 象 下 面 所 指出 的 各 种 定 光 , 国 
而 可 以 得 出 各 种 不 同 的 碧 敛 制 别 条 件 。 
ka) 识 w 的 分 量 汶 x 中 ,9 的 分 量 为 yy 信用 
lz—yl—max's®— go"| (17.4) 


来 定 浆 7% ,9 国 的 距离 ,此 时 


站 a 2 
i rr 


| 上 : 一 上 一 
3 站 
a 


1 1 FH 人 TT 
Et 
= 中 


人 


下 “= 


= PP 一 ua 
有 


。 =- 
入， ' 本 
四 


"= = 
了 下 rr 汪汪。 
. wr ri 4." ro 2 ~ 人 “ 
1 


J et Ln 于 。 ee pe re [Em = 
机 HE 
四 和 上 9 Ca 加 " 1 
=- - EC 
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[Te— Tyl =—max | > Gi (LH — 


max > [a | . | — gf | 
< (max > EM ) "max {rH— yD 
其 中 
max > | er | ， 
瞩 而 , 行 和 判别 条 件 
max 袜 le | <1 7.8 
是 逐次 近似 法 收 敛 的 充分 茶 储 。 
tb) 用 
eye yo .0 
永定 义 w, 9 问 的 距离 。 此 时 ， 
JTe~Ty|= 计 | 3 


1 7 吹风 {ky 
襄 | 之 hr Do— yk)) 


TH Th 
Ed 


t=1 k=ai1 


。 b+ [0D — gy | 
Kl|e—yl. 
从 了 而 , 列 和 判别 条 件 
max > |aw| <1 (17.7) 


出 是 逐次 近似 收 全 的 充分 条 件 。 
(0) 把 %, y 看 作 是 Buclid 空间 的 点 , 芭 


1 一 9 一 六 Je gd (17 .8) 


TI 二 "一 二 


§ 18 对 子 赚 站 入 问题 的 逐次 近似 法 5 
此 时 ,从 Sohwarz 不 等 式 过 授 得 出 
Te 一 Ty 和 ly 六， 
从 而 得 到 Schmidt 判别 条 件 
Dl. (17.9) 
不 论 忆 上 于 种 情 沈 ， 逐 次 近代 到 的 和 极限， 者 是 所 葵 方 程 各 
(27. 的 解 ,但 内 (16.15) 鸽 计时 ,第 ?次 近 亿 和 和 解 的 入 近 程 度 , 术 
织 很 好 地 背 订 每 个 距离 的 音叉 。 
注 二 如果 逐次 近似 列 不 用 (17.2) ,而 用 下 面 的 式 子 来 作 : 
zt 1 一 D a + SY gna + bi, (17.10) 


-一般 可 使 收 馈 加 快 。 
注 # 一 般 的 非 交 上手 方程 烛 
TR, WY ,WY 


扯 可 用 了 逐次 近代 法 。 上 时 时 , 行 积 刊 中 凶 件 是 


max {max )<1. {17 .11) 
注 8 对 于 无 限 一 式 沪 程 宜 , 利用 本 章 上 所 诗 询 的 访 革 ; 可 以 证明 $6 中 的 
定理 1, 
关于 许 相 的 探亲 ,读者 可 自行 三 统 。 


$18 对 于 初始 全 冯 题 的 还 次 这 拟 法 


1) 一 阶 党 微分 方程 的 初始 值 问 题 ”正如 我 们 所 熟知 的 ,在 初 
站 条 件 y (so) 一 ge 的 条 件 下 , 解 微分 方 各 
y' ~f lw, Y) (18.1) 
和 解 积分 方 各 
yo) 一 加 于 | fC, C8)) dt (18.2) 
是 等 价 的 。 这 就 是 相当 于 《olterru 型 积分 方程 


S ”一 - 


Tr 1 
= 有 于 到 r 


J "Di he ' he 一 -由 
= | 加 
TD 村 “ti 
1 


1 -eT 1 i 
“ 二 YT 加 人 Te 


P =- 一 Ei=re To 
EE Ys 
=- =- 


5 他 唐 3 章 逐次 近似 法 


g 一 二 8 Tyls) -so 十 | Gts, £, yA } ot 
的 特 夸 博 北 。 : 
这 里 ,楼 全 3; 所 拉 在 区 域 五: 
ls—so| 所 0", |t—s0| Eo, |y— | EB 
基 可 积 , 拓 生 甚 交界 的 , 邱 
ts, #, 9) | 
每 有 , 核 恕 在 区 域 五 办 ,假定 满足 Lipschits 条 件 


Gs, + 了 yf1) —( (8, t， ya) 三 荆 ， 
Wi Ya 
者 愉 ,把 区 更 


Jd: 1 一 中 | 三 4 一 min (ea /MH) 


”上 的 连 种 曾 数 y(9)， 油 作 是 用 实 面 数 厂 ( 罗 >0 吕 


fy 8) — ya (3) | — max -二 


(18.8) 


‘(18.4) 


(18.5) 


(18.6) 


(18.7) 


(18.8) 


为 距离 的 距离 空间 五 的 点 。 以 (18.8) 为 算 子 T 的 定义 , 它 的 定义 


城 是 内 在 区 城 了 上 
[yts) 一 加 | Eb, y (80) 2 
的 速 矿 画 数 y(s) 所 作 的 五 的 完备 子 空间 台 
于 是 , 取 初 始 仿 为 

Yo 30) 一 名， 和 人) — yo| Ed 

的 图 数 yots) 作 逐 次 近似 到 
Vat 8) Ty, (8), 

显然 ,所 有 的 (9) 都 属于 下， 


下 么 ,对 于 任 意 的 (8) ,2z(9) 六 ,下 面 式 子 成 立 : 


Ty—Tz| 


| == 
Ny — zl = max — py ey 


(18.9) 


(18.10) 


< uax Wp | | 全 (有 有 一 好 他 #£, 2 |at 


0 一 
#18 对 于 初 好 伞 疝 题 的 过 问 了 近代 法 | 
0 yl 
< max py | at ly—el, 
所 以往 于 全 满足 Laneohite 条 件 ， 于 EL 
KK 一 L max Wry Ty | Has ‘(18.11) 


汐 Lipschitz 常数 。 
在 此 ,如 采用 开始) 为 
Hs) =e >L, (18.12) 
对 于 8>3, 由 于 
1 


wl eit -一 地 [一 一 人 于 < 于 < 六 ， 


就 总 可 怀 证 友之 1， 四 好 水 总 ， 在 上 曾 的 假 吉 让， 可 以 诈 明 在 
区 肾 闻 中 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 

为 了 符合 数值 计算 的 要 下 , 可 以 选取 忆 8.12 及 外 的 通 当 国 数 
作 鸭 到 人) ， 


全 ” 求 微分 颇 程 
多 一 Ke = 0) = 1, 
企 0 硅 问 反 工 上 的 近似 解 。 
取 芒 = 一 人 十 64 本 为 第 0 阶 近 但 。 渤 取 这 样 的 4 使 妨 一 吉 二 BE) 尽 时 的 
站 *。 由 


EA 工 十 Ga 
YR = 1+ 与 二 一 


联 必 二. 起 ， 在 0 硅 X 硅 1 中 以 闹 是 不 等 式 一 1 内 三 y(7) 夺 0 的 速 祠 羡 数 的 全 
体 作 为 子 空间 五 。 就 有 

Diy < 

| 芭 | Ily| ZL=1.02., 


那么 ， 选取 Ht%) = 二 1 十 和 3 后 ;出 有 
了 


1 『 
TONK oo Ht 
[OI PF CR) 0 和 15 


, 
四 ee - LS 国 4 ™ EP] 


me em 


二 2 上 3 加 pul | ~ =- 
re ps et et 


-i 
站 。 


证 第 4 得 融 关 和 近 伺 汪 


于 起 ; 太 (18.11) 得 到 


KE=1.02x -0.476<1, =0.9084. 


AR 
16 [一 
计 这 | 一 后 得 到 yi 一 yn-=90.008503， ji 于 罗 


EK / , 
ly ~y se i ol =0.00462, 


或 证 
yo {0.00462C1 +4r) (Se 二 1)., 


由 于 球 5 确实 在 玉 之 办 ,所 以 这 个 式 子 也 著 卓 了 近似 解 妨 愤 差 的 界 旺 。 
洗 一 阶 常 微分 右 程 的 初 逮 值 问 题 。 
对 于 -了 yn = fw, #1, YD "ns ytm)) 7 rm} = oy, 也 可 用 过 沈 近 作 
大 。 和 示 信人 n 站 分 其 的 向 量 ， f 雪 示 以 i; 入 人 分量 的 向 好 。 这 样 ， 有 所 才 
的 间 题 就 成 为 积分 态 程 
y= Ty; Ty=w%+ | Ft, yet))at. 
画 数 fitw) 20D) 在 宗 关 的 贞 区 域 下, 满足 
于 tt — fitr, SR) ) | 全 之 人 —gtr) | 
的 Lipsehitz 条 件 。 此 了 时, 取 
一 上 | 一 至 4 1 [Dr a0w) | 
|y -rl =max (max ) 
作为 店 郊 ,草签 子 了 满足 以 


人 一 (max ws 3 Lett Wit dt ) 
为 Lipsehitz 常数 的 ELipsehitz 条 性 。 从 而 同 前 面 一 样 ,如 取 人 ;io) 二 etx， 
对 于 迹 分 大 的 > 一般 常 有 五 < 芋 成 立 。 
# 由 党 微分 瑟 程 的 砷 着 值 问题 
yg 和 一 
正如 我 们 所 妆 知 的 那 祥 ， 可 以 化 为 一 阶 短 分 方程 粗 来 求解 , 所 以 这 里 的 圭 重 ， 
同样 可 适用 。 


2) 戏曲 型 的 偏 微 分 方程 组 的 初始 值 问 题 “就 作 汐 偏 微 分 方 


程 租 初 始 值 问题 的 例子 
3 一 她 蕊 十 总 于 已， dtevty (18.18) 


重 


18 对 于 彻 怒 值 间 题 的 逐次 近似 冰 69 
亲 有 和 稍 罕 ,此 外 GD 了 是 已 和 的 2 3 的 鸭 数 。 
所 省 让 的 初 嫩 任 半 是 ,是 三 初 好 昌黎 十 yw 二 0 二， 
utr, or, Y) 一 站， 
对 于 责 数 组 刀 ， 直 ， 重 : 拓 了 的 定 立 方 
Tu, 外: | Cau {es, YH OE, Hoe, PLE, 


fee, +o 可 + Dag). 
这 样 , 同 题 可 化 沪 下 面 的 形式 : 
Tu, oO} = {my, 9}, 
在 三 每 形 的 区 域 
Pp: 作 十 4 空 0 waa, YE (a>8) 
上 上 解 此 隔 题 。 
用 焉 醒 夯 数 不 忆 , 册 ， 对 tw 三 人 2} 导 大 距 宛 


os — wal = max (Le me, WL 
2 CE 


2 EY 一 Da( 几 ， y) ~ 


VY (4, ¥) 
于 是 , 算 对 了 满足 下 面 的 Lipschitz 隐 顽 
| — Ts EK lw — wl, 
此 处 ， 


ESmx[ pc) ,ol WI tL DW DWE, WE, 
WE Dt,D DW Dn|. 
等 让 , 当 于 (4 0) 一 2 时， 
Ks mx (le, Ft), 


从 潭 ,选取 定 狂 六 为 


本 


r J a 
ae 4 “ oi Fr J 一 1 -Lh 了 -Tb et 
和 


= 1 
3 


a 


FE -_， =- ， 和 全 上 于 
二 Ny he 


+ 


60 第 8 章 水 坎 近 似 法 
L>max (al 十 上 |， 中 于 1 
蒜 训 五 < 


§ 19 对 于 井 线 性 微分 方程 边界 值 问题 的 应 用 
为 了 人 鱼 章 起见, 忆 惑 二 汐 匹 的 过 垢 辐 题 
在 区 城 末 内 ， Liu] -we, Wy, W), (19.1) 
在 边 漠 1 上 ， y 9] = 一 0 (19 .2) 
如 以 考察 。 此 处 了 [加 ,rE 是 本 性 微分 筑 子 ( 俩 微分 的 系数 岂可 
以 是 ,的 图 数 ) ,9g 是 充分 光 谓 的 画 数 ， 孝 委 , 和 本 人 岂 边 界 值 冰 题 


在 区 焉 他 内 ， Liw] =r 2, | (19.8) 
在 边界 荆 上 ， YE 一 日 
对 于 任意 的 连 千 画 数 了 他, 急 ， 仍 定 是 可 以 解 出 的 。 
在 此 ,将 算 于 荆 定义 为 玉 有 关 腔 式 
在 这 城 生 内 ， LE 一 多 全 8， f), 
在 边界 荆 . 上 ， 上 本 | | 0. 
的 了 ,#8 更 的 运算 
9 一 Fr， (19.5) 
划 扩 和 蔡 的 闭 题 ,可 表示 为 
= 
用 好 + 一 二， 部 解 
在 区 域 吕 内 ， Li = ge, YF, Wn) ， z 
在 边界 T 上， Y[w -0 "} 0 


的 边界 值 疝 题 ， 来 作 近 伯 扣 列 。 如 pg (wy 地 对 全 体 的 4 一 向 有 
定 久 , 剧 在 著 性 边 午 值 辐 胃 (19.3) 可 解 的 假定 下 ,万 许 作 汛 限 次 的 
逐次 近 己 |。 
共 次 ,对 于 任意 的 
(mT, EG, [ul | <H, 


-= 


$19 对 了 大 炎 性 失 即 方程 边界 信 阅 是 的 应 用 .6 

ps, gy Wp, y, HY | EN DIE-W| (19.7) 

耽 区 。 导 本 ,对于 方 ， 轨 乓 让 ga 时 ,环宇 
Llg— ga 一 亲人 2 fi — Ptr, Y, fa), : 


Ylq— #4 =0. 19.8) 


识 和 性 过 界 侍 周 题 {19. 引 的 Green 两 数 为 G2 9; 攻 0; 则 


g1—ga— | Ge, y; €, 1) [gC€, 19, f1) —p(E, 1, fo) dé dn. 
所 以 ， 
gs—9s | S| NCE, NIG y; €, WD)! ffaldé dn, 
在 区 域 G 内 ,到 机 (分 兰 9 对 于 画 数 访 , 户 甫 下 式 导 大 距离 : 
Fi yO— Fatt, ) 
一 六 —sup 7 2 Bt, (19.9) 


出 
[ga glaK 1 fal, 


其 中 


Esup wr | NE, mG, y; ,DIE, Den. 


W {w, Y) 
(19.10) 
从 而 , 工 是 以 下 为 Lipsehitz 常数 的 算 子 。 
在 (19.10) 中 ,有 的 时 候 , 员 然 不 知道 Green 图 数 的 县 体形 式 ， 
但 是 也 有 可 能 估计 五 的 值 。 璧 如 Groen 画 数 在 区 域 如 内 不 改变 
符号 ,并 且 固 有 伍 漳 题 
在 人 内 ,了 [四 一 je 在 卫 上 ,7 人 一 和 (19.11) 
具有 在 区 域 G 内 不 变 符号 的 轿 有 画 数 加 ir; 肋 ( 当 园 有 耳 向 之 0 ， 
此 时 选取 
Ww, ¥) golw, Y), 


站 “ - 一 下 2 - ' " . ~ ~ 
“1! “rs ~ "er = ™ =- ”_ 加 一 本 =- qh 上 = =- _ 1 - 2 2 _ 了 和 - 
Er ET 


人 


= 
和 


机 


- FT 
2 


bo -sad =- 
i i . 
| = 
? “2 


Eh 3 人 mn 
> 1 2 3 ， - _ 1 1 = ， 、 
“ pr ' - - 


人 
本 Wi, “TE 
Em =- ns, 上 =- - = 
=- 
[ss 于 


“1 
=" = 
1 


Ba 第 总 页 未 严 近 似 疆 
则 
1 
| Ge gm 人 MED= ov) WD. 


PFEL lipachitz 稍 交 蔡 ， 可 以 生 用 
二 aas， (19.192) 
心 


洗 ” 当 边界 条 和 件 趟 基 7 二 0, 而 引 YL 二 58) 上 时) 洲 虑 ?LE] = 凿 3 有 的 
有 贿 山 区 鸡 音 ， 可 以 苇 瑟 蚊 亦 搜 应 用 上 于 面 所 六 远 的 方法 。 不 过 国 邹 让 只 是 在 理 
有 箭 硬 帝 .上 使 用， 实际 数值 计算 时 ， 可 以 不必 来 用 。 
例 豆 呈 十 拉 一 王莽 的 内 部 为 在， 图 届 为 节 , 背 察 
A: 人 Ps = re = 直下 | 
:TT 上 , w= 1] 
的 非 缮 性 微分 古 程 的 边界 值 问 题 。 
油 昨 世上 坏人 条 性 和 具有 湛 又 起 一 二 -+ v6 的 嫩 三 于 胶 客 易 乒 用 。 芝 
Wi 一 工 二 《一 7 人 (一 下 人 r2)， 


下 = 


出 
du = -4|z+ 工 8 C1 4 上 
由 上 和 式 计 算 tw 得 到 
w= lH VITTm). 
辐 有 信 阅 题 


福娃 办 和 一 XU 在 了 .上 -0， 
在 站 内 具有 下 改变 竺 号 的 解 
Tet rT) 六 一 和 二 人 .4038)3 
以 此 绑 帮 为 五, 有 有 
Ww = WY A r), 
取 完 着 的 子 空间 下 


在 三 如 十 祷 三 .上 尝 粮 ,有 DOr, yi Sl 
的 区 对 Wit 的 会 体 , 划 
Nm:sx = 1 “2mar 3, 


$19 对 于 步 粒 性 操 共 胡 和 过错 秸 问题 的 应用 63 
Mini: Hel9.12, ipschits Er hk 
下 一: 全 = 
和 
现在 这 样 选 取 &; 使 ww; 让 在 一 0 时 一 禾 基 
全 一 人 Hl {7 二 0)., 
计算 声 ; 霹 的 距 襄 an 一 区 引得 


于, | 二 11 i | 之 和. 18. 
I :| b J 入 了 


一 般 对 于 球 5 为 
ml .161， 
城 是 
js | 0. 16170 Cv 和 9) ， 
因为 球 5 属于 j， 所 以 座 明 在 必 内 存在 唯一 的 解 w。 根据 上 式 ,进一步 可 得 


wi0, 0) =-( 二 ) 二 0.161， 


这 个 估计 证 迁 赤 粗 稀 的 ， 如 果 利 用 后 题 的 单调 性 ， 可 使 其 更 加 精 确 。 了 束 是 对 
于 在 工 上 等 于 工 的 柄 数 >， 考 良 算 闻 
本 玉 一 一 4 十 和 十 惧 ， 
三 日 内 很 明显 成 站 散 下 列 音 调 尖 条: 
着 30 宇和， 必 宇 切 ， 
着 Tt 和 TH 二 和 ,有 客 生 世 ， 
由 于 前 面 所 选 的 刀 , 出 其 有 和 性 质 出土 志 , 所 以 根据 
一 十 十 地 = 必 ， 
得 到 | i 好 1 有 
上 式 的 出 壹 出 解 芭 的 下 卫 。 
为 了 导出 上 陋 , 利 用 关 尼 式 
和 一 荆 一 【一 f2)[ 下, 33 十 必 ,05fr2 十 丰 ,OODf |] ， 
颇 页 十 害 一 :后 定式 如， 期 成 奸 凑 不 笑 式 帮 兰 种 。 用 与 于 面 同样 的 花旗 。 由 
Ti 得 Te 中 
入 末 辐 的 击 壕 ;对 本; 号 可 得 灌 下 园 的 合计 食 : 
0,6666 =, 0 E00 0 Ed, 0 < 0500, 


_ 上 i 上 上 ， “ 
= 中 人 1 wm- "上 ” = 、 本 cP TT, 1 ”os =- % 
| 


=” 但 TY mm Tr 
= . 下 
-i =- 
eT 
- 


Tn 
点 1 


de" Ee 呈 
a 加 = 
到 "rr 和 | 站 1 1 有 一 已 了 ri 
_™ “ 2 
上 


ee 
=- ”! 1 
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8 20 一 般 化 的 Newton 法 


当 2 为 实数 ， a 一 日 的 程 的 近似值 六 go 了 时 ,可 根据 

— [LF (v0 1 Fimo) (20.1) 

得 出 根 的 贸 好 的 过 全 伞 2 zi 这 和 亲 尘 你 为 Nowton 法 。 可 以 把 这 
种 上 方 潜 推广 到 一 般 面 数 寄 周 的 方程 上 去。 

证 在 ,Zz 是 两 个 线性 虐 范 宗 间 , 求 由 区 到 2 的 非 炉 性 算 子 为 


z=P(s) (gsER, 2EZ) (20.9) 
的 方程 
Piw) =0 (20.3)} 
的 解 。 
了 扩 彰 已 知 根 的 近 伺 值 xzo, 是 指 
zo 马 怪 ,| 上 P (zo 充分 小 ， (20.4) 


那么 ,在 此 假定 算 子 Pltz), 具有 下 面 性 质 : 有 了 从 于 滑 23 的 有 界定 
线性 算 子 召 , 对 属 子 蕊 的 天球 万 
F: le—wolEs (20.5) 

的 任 音 zy， 有 不 等 式 

[P(e — PD— He) | hs— yl (20.6) 
碾 袜 ; 比 久 上 是 常数 。 
“如果 卫 (%) 在 点 2 一 各 在 Frechot 总 义 下 可 徽 , 取 一 P' (go)， 
出 对 于 充分 小 的 s, 有 {20. 全 成 衬 , 且 当 a 一 0 时 , 则 有 x0. 

现在 ,将 逆 算 于 也 + 定义 为 8 的 全 体 , 瑟 假 定 是 有 界 的 ,部 


1H eB, (20.7) 
出 方程 Piw) ==0 可 号 为 
t=z2— Hi P(r). (20.,8) 
于 是 , 撑 从 评 到 到 交 算 于 人 当 定 尺 为 


Tr—zr— Hi P(r, (20 .9) 


和 " 


EE 


和 20 一 般 伦 名 和 atom 法 


改 香 


r=" 


将 算 子 卫 看 作 是 天 球 闷 的 算 子 ， 根 据 条 件 (20.6) ， 


Lipschits 条 忻 , 尘 尖 上 , 尘 于 和 任 谷 的, 2EE 辣 ， 
Po — Pip —Hr-y) +R(e, oy 
依 (20.6), 刚 
EC, | <Is oy]|, 
从 
oe- iy—r—y— P(e) — PD{)] 


一 你 一 J 一 本 IH (Ty) 十 五 (中 ， 四] 


— HT: Rx, y) 4 
Bre, 


[Tz—Ty|=| BR, WI EE: IRe, 


5B|z—Wyl. 
类 而 ,可 到 Lipsehitz 常数 丽 为 
KEK=EB 
一 般 当 8 充分 小 时 ,站 也 随 之 变 小 , 因 之 可 佐 
K=RB<1. 
那么 ,应 用 者 ， 以 ze 为 霜 始 值 ,用 
Dnti— 4 
作为 未 交 近 做 数列 , 则 
81 一 20 一 五 一 。 P leo) 。 
如 前 式 (20.4) , 假定 对 于 充分 小 的 9, 有 不 等 式 
I {Yo0) | < 
成 立 ， 部 
[zi— xo) = 1 P (rn) | < Bn, 
因此 ,一般 允 于 殊 癌 ， 布 


G5 


(20.10) 
已 桨 满足 


(20, 11) 


(20.12) 


(20.18) 


(20.14) 


(20.15) : 


(20.16) 


{20.17) 


(20.18) 


四 机 i = 本 四 - ”1 a 了 - - 
ee 


SF 


Ta 
1 
' = 中 上 


『 
rs 


了 了 ] 


i I= = 
证 ~ me 
1 = 
- ™ 四 
站 图 


= 
I 
和 oe 


下 
T - 上 上 - “= 
| 


中 
1 EL: Ee 
和 r 


eT" "Te rT py er Pp 

= ， 1 -1 = 让 。 "Tt A , 1 . A ph i 

-pe" "oy F ， 上 由 由 2 。 = = 
了 1 r er] 下 


06 第 3 带 逐 问 近似 法 
x kr 
| = l J ll 
[了 一 如 | 择 re 二 本 下 站 (20.19) 


成 立 。 如 果 六 充分 小 , 阳 它 合计 半球 挟 中 。 这 样 球 驴 内 存在 
一 个 队 一 的 根 , 夺 能 侏 证 逐次 近 伴 夸 列 收 伏 本 此 根 。 

由 于 篇 旺 所 限 , 对 具体 问题 ,如 对 于 非 移 性 积分 方程 应 用 等 同 
置 , 在 此 就 不 作 介 入 了 全 。 


和 Newton 活 比 各 后 四 所 下 的 逐次 和 近 做 方法 有 香精 窗 的 辐 黑 , 关 寺 哮 的 理 请 和 
诬 用 ; 呆 亏 和 杀 并 .1. Rayuroroany H .Tl. AEHAON, TTIIRNHONDILLNN MHS BR EOPME~ 


TOBaSHMNX DooTpLCTSaAT uaTrag, 1]959) 一 书 种 十 改 章 。 一 -- 校 者 法 


bh 
i 


第 生 章 要 分 法 近 介 解法 


Sa 一 般 股 明 
1) 万 法 髓 明 作为 谭 音 的 例 : 后 , 考 谍 下 面 的 依 微 分 方程 : 
Pu ,OW pi on) 91.1) 
D2 di 1 i, Y), .J 


距 寻 ,wtz, 奶 是 所 求 的 阔 数 ， 了 (zw, ?7) 为 已 知 疼 数 , 都 定义 在 区 域 
9 内 ,并 要 求 在 名 的 边界 .上 ,具有 行 边 要 条 人 

二 0, [21 ,全 
这 是 一 个 车 通 的 过 界 佐 疝 题 , 亡 有 各 种 解法 ,本 书 已 绝 作 了 一 些 介 
税 , 忆 下 是 将 (21. 变 为 变 分 法 则 题 中 的 Euler 方程 而 加 其 处 理 。 
变 分 法 央 退 , 正 乏 在 本 丛书 < 变 分 法 及 其 应 用 >《 例 如 80) 里 所 指 
由 的 那 梓 ,是 使 斌 图 


J [uy] =|， (2 2 +2 fu) dew dy (21.3) 


为 最 小 的 问题 (此 处 太一 2). 但 作 了 [区 ] 时 所 尤 许 的 画 数 ww 必 


须 满 足 迪 和 愉 条 人 考 (2 叶 . 2 ， 这 个 变 分 了 站 题 的 解 和 (2 .二 的 解 是 等 价 
的 生 。 为 了 求 出 使 7 为 最 小 导 的 范 数 =u, 央 可 得 到 (21.1) 的 
所 

了 解 了 上 这 美 采 后 能 起 什么 作用 昵 ? 为 了 得 到 fg 的 最 小 
和 慎 ; 以 :21. 卫 作 交 出 题 的 出 发 点 ;应 该 建立 Euler 方程 。 但 是 考 上 钻 
了 了 上面 的 部 普 后 ,可 以 和 不 用 oler 方程 ,而 直接 地 找 出 使 (2. 海 
和 ”严格 地 说 , 当 (31.1) 解 存在 时 ， 变 秀 问 题 的 解 与 (31.1) 的 解 是 等 价 的 。 恒 车 
(31 ,通常 意义 的 鲁 不 存在 时 ， 在 更 广 的 贾 数 类 上 ， 变 间 题 仍 有 解 丰 在。 可 寡 看 0. 
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最 小 画 数 王 的 方法 ( 变 分 法 的 直接 解法 )。 

使 (21.8) 为 最 小 的 而 数 芯 的 求法 , 正 象 下 面 所 考 周 的 那样 ,一 
般 是 不容 易 的 ! 它 的 存在 性 世 地 很 朋 品 ) ,但 是 在 避 1L.3) 中 ,至少 有 
下 限 & (这 一 点 很 容易 旋 明 ) ,因而 存在 将 六 数列 {44w} , 使 

dd no, {21. 4) 
这 种 斋 数 列 吓 作 基 于 了 的 极 小 化 序列 (minimizing sequence) 。 对 
于 {uw}, 如果 有 少数 使 : 

ar 当 wr>oo， (21.5) 
间 均 为 > 的 最 小 镇 , 因而 它 亦 是 (21,1) 的 解 。 所 以 , 当 和 相当 大 
时 , ww 就 可 作为 解 区 的 近 伐 茵 数 。 

在 上 面 所 考虑 的 变 分 法 的 基本 方法 中 ， 还 有 很 多 理论 和 洋 际 
问题 有 待 进 一 步 研究 。 首 先 就 是 极 小 化 序列 站 何 作 的 问题 。 一 般 
并 永 知道 了 [四 的 下 限 台 的 值 , 另 一 方面 ,也 不 容易 判定 画 数列 { 世 ，} 
是 否 海 极 小 化 序列 , 亦 不 容易 知道 所 获得 的 极 小 化 序列 是 否 政 合 。 
因此 ,所 要 求 的 {ww} 必须 是 “好 的 ” 极 小 化 序列 ,但 完 芋 “好 的 ” 极 
小 化 序列 如 何 作 法 ,这 就 是 需要 和 解 央 的 问题 。 而 瑟 在 实际 计算 中 ， 
必须 在 总 不 太 大 的 情况 下 , 就 万 许 采 用 如 作为 名 的 近似 画 数 ,县 
使 愤 差 很 小 。 如 此 一 系列 的 问题 ,将 在 下 车 加 以 叙述 。 

2) 注音 事项 ”对 变 分 方法 须 注 章 以 下 几 点 。 

与 所 粮 微 分 方程 等 价 的 这 分 阅 题 不 止 一 个 。 例 如 (2 .二 ， 除 
半 人 .3 外 ,本 证 画 


J =—| so — f) 2 di dy (21.8) 
为 最 小 值 疝 题 ,也 和 所 烙 的 微分 方程 等 价 。 关 于 六 的 Enler 方程 
虽然 不 是 (21. 的 形状 , 但 是 一 般 有 万 [四 宇 0， 当 刀 二 豆 财 ， 
[一 0, 所 以 很 明星 以 是 让 的 景 小 画 数 。 从 这 个 例子 可 以 淖 
由 , (291.6) 二 (921.39) 复杂, 所 以 在 实际 计算 中 使 用 (21.6) 是 不 方便 
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的 。 因 此 ,一 个 签 分 力 程 究 贡 对 应 二 个 伙 分 同 题 , 必须 进行 选择 。 


选择 的 标准 ,主要 是 根据 丑 题 的 性 质 和 要 求 求 确定 。 
”特别 应 当 挫 出 的 是 , 将 所 苍 阅 题 变 为 活 六 7 [wj 的 变 分 问题 

时 , 尺 须 和 注意 祥 的 最 小 值 了 [可 所 表示 的 章 尽 。 因 为 有 时 了 [四 
的 值 无 意 扩 ,有 时 就 是 所 求 的 最 。 例 如 f21.1) 当 是 种 数 时 ,相当 
于 在 上 只 有 沟 多 张力 的 鼓膜 面 的 剧 直 方向 作用 了 压强 为 了 的 压力 
后 ,确定 变 位 wz, 归 的 微分 方程 。 此 时 , 假发 由 于 膜 的 变 位 而 引 
起 营 的 内 部 容积 的 变化 为 上, 央 有 关系 式 放 = 了 Ew]/F,， 7[ 轨 有 
确定 的 物理 音义。 如 果 求 出 如 ,就 可 计算 出 下 ,但 是 若 以 求 玉 为 
主要 目的 时 ,也 可 以 不 必 求 出 到 上 比 壕 容易 地 求 出 了 的 近 位 值 。 

求 活 匡 了] 的 最 小 适 了 [ER ， 比 求 最 小 西数 忒 容易 ,而 且 有 
较 高 的 准确 度 , 这 在 变 分 法 部 分 中 (第 6 章 ) 有 群 各 地 说 有 明 (在 上 述 
情况 下 , 程 据 逆 定 理 可 估计 :7 [zw] 的 上 ,下 界 )。 

在 实际 问题 中 ,如 果 所 求 的 不 但 是 微分 方程 的 解 %, 同时 也 下 
求 田 妇 所 确定 的 林 个 重 全 时 ,最 好 寻求 这 样 的 泛 副 7, 使 了 的 
最 小 值 ,恰好 等 于 8@, 并且 粹 出 最 小 值 如 怡 好 就 是 这样 处 理 变 
` 分 法 固 题 是 方便 的 。 当然 使 用 逆 定 理 较 好 , 但 是 不 使 用 道 定 理 有 
时 也 可 求 得 较 好 的 近似 值 (< 变 分 法 及 其 应 用 2 66) 。 


另外 ,也 要 注意 至 近似 范 数 % 的 准确 度 , 较 . Tu] 近似 值 了 [9 


的 准确 度 低 。 后 者 的 误差 为 %-- 五 的 高 般 无 穷 小 。 

3) 边界 条 件 ” 最 后 说 明 一 下 变 分 法 和 边界 条 件 之 问 的 关 肝 。 
在 二 面 的 例子 中 ,方程 (321.1T) 要 求 的 是 第 一 种 边界 条 件 (21. 史 ,这 
时 对 应 的 亚 分 短 题 ,也 同样 以 {221.9 为 边界 条 尾 。 如 果 代 于 (24 . 约 
是 第 二 种 或 第 三 种 边界 水 件 


-到 十 pu 二 一 0 (w 是 外 向 法 种 )， (21.7) 


则 琵 敬 为 
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J [a] -| (22 9 fu) dx dy + (pou? -Qo ds (21.8) 


(s 是 三 上 匠 括 ) ,就 不 要 边界 条 件 了 。 这 时 (21.7) 成 为 自然 边界 
条 件 ”, 印 虽然 对 了 没有 槛 求 , 但 是 匡 小 旺 数 & 必须 满 是 这 种 条 件 
(< 变 分 法 及 共 应 用 >? 29)。 因 此 ， 变 分 法 间 题 在 不 考虑 边界 条 件 
(21.7) 的 博 况 下 , 可 使 位 题 稍 单 化 。 为 了 使 近 伏 画 数 忆 是 药 远 好 
的 近 伺 画 数 , w 必须 近 做 的 满足 条 件 (21.7) 。 

另外 ,如 同一 问题 所 对 应 的 变 分 问题 收 变 时 ,上 面 所 家 的 事实 
可 能 不 一 定 或 立 。 辟 如 用 泛 丙 数 (21.6) 代替 (21. 5)， 那么 ,容许 
曾 数 就 要 求 满足 边界 条 件 (21.7)。 


8 22 Ritz 方法 1 
If) 上 方法 网 明 ” 近 位 地 解 使 证 醒 J 了 fx] 在 附加 条 性 下 (区 如 


这 界 条 件 ) 为 最 小 的 问题 ,也 就 是 说 , 在 对 了 [ul] 作 极 小 化 序 到 时 ，- 
大 使 用 下 述 的 Ritz 读 。 近 个 方法 ,就 是 从 满足 附加 条 竹刀 ,含有 


n 小 参数 


91 9， …， Gy 的 到 数 族 
w= BP, Ye ,gn {22.1) 
中 , 选 定 司 J [wj 的 值 为 最 小 的 夯 数 作为 近 亿 夯 数 。 
将 (32. 刁 代 大 [中 ,因为 画 已 决定 ,所 以 Eee] 成 为 参数 
Wy tn 的 国 数 ,因此 ,从 解 


a 
Or 


一 总 (22 .号 ) 


可 得 出 &; 使 J [ 弛 为 最 小 。 
如 果 边 界 荡 件 是 齐 次 多 性 时 ， 最 好 是 适当 地 泵 定 容许 画 数 列 
9V1，93，…， 怀 
， 4 一 田 一 站 1 十 :省 训 证。 (22.8 
这 个 方 斌 , 竺 别 是 妆 。 [六 下 的 二 过 式 时 ,一 沪 便 利 。 此 时 ,将 了 
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[二 次 ,一 次 ,0 次 的 同 汉 抽 人 分开, 从 
FT [a a fd 2 [re] +o, (22.4) 


则 得 mx 的 二 次 式 

J [wu] “aav]slp gx] 十 全 > gr Tj [orl + (22.8) 
比 奸 Jo， 9] 是 流 于 二 次 形式 ji[ 的 概 式 [一 次 形式 )。 例 如 
对 于 (21.8) 丰 


oe) -| (tu dr dy, dalu, 2 -| (urd yD, ， 


[和 -| Fe Adv ay, 
对 于 {22.5), 求 作 (22.2), 得 和 到 下列 上 方程 币 : 
Dacalps, pi tsp =0 G1, 2,.%, 0). (22.0) 
汶 此 日 的 所 用 的 画 数 (22.1) ， 称 为 醋 驴 夯 数 {trial function), 事 
数 (92.3) 称 为 北 性 茂 可 函数 ，{ptr 你 汶 它 的 基底 。 
弄 想 使 上 面孔 确定 铝 好 六 慑 小 化 序列 , 邯 示 基底 tr 忆 绷 
满足 荣 些 条 件 。 例 如 当 


J 一 | (wy, uw, ws oo) dw dy (G 是 有 界 区 域 ) 


时 , 画 教 凤 (22.1) 本 身 及 其 仿 导 数 分 别 一 狼人 迫 泊 了 于 解 妈 及 其 导数 
ty, Wy, Eu 
2) 基底 的 选 定 假 讷 和 一 个 二 阶 沉 笑 分 方程 相关 的 渤 融 形 
也 为 
sf [1 -| ee， Ww 0 Ada, (22 .站 


其 区 同 古 有 宰 的 。 为 确定 趋 时 , 不 坊 玻 区间 访 由 ,14]， 了 是正 草 余 
Er ,EE w= 连 糙 可 微 。 
根据 Weioerstrass 全 这 的 7 造 近 定理 。 在 出 区 和 击 [0, 3 上 
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县 且 连 钴 导 笋 的 尾音 画 数 2， 能 找到 老大 式 或 三 月 多 项 式 ， 使 
它 本 身 和 窟 的 膨 数 分 别 造 近 葵 定 的 事 数 和 虹 的 导数 。 也 就 是 说 ， 
对 于 和 任意 的 SU, 联 适 当 的 (三 角 ) 多 项 式 .成立 普 不 等 式 


| 让) Ptr) | Le, wt} 一 五 凡人 | <ie. (22.8) 


所 以 没有 边界 条 件 的 灾 分 站 是 ,可 下 甘 府 


pra k=0, 1, 2, ...). (22.9) 
pr 一 了 过 一 如 和 可 者 pp=sin favrew (22.10) 


最 为 合适 。 对 于 第 二 种 和 第 三 种 边界 条 件 , 变 分 问题 一 般 是 永 要 
进 党 条 忻 ( 如 上 所 述 ) 的 ,加 果 根 据 问题 ,要 想 合 就 葵 画 数 满 足 边 界 
条 件 , 央 根据 边界 条 性 ,其 基 诡 可 用 

v0) = 1) =0: go=—=1, pi 2m — Sr, 

的 一代 一 的 225 (FE2), {22.11) 

联 渚 

Ph—=009 Brg. (22.19) 

Ww (0) — ou tO) =0, wt1y + (1) =0: 


go 一 oz 一 1 一 汪 )， pi 一 (1 一 2)*(w+ 本 于) 
Pr= 人 ole) (22.18) 
对 于 依 微 分 方程 ,在 多 数 情 况 下 ,到 多 项 式 作 为 哉 又 画 数 比较 


”便利 ,特别 对 于 Laplace 方程 第 一 种 边界 条 件 半 题 (21.14), 上 应用 变 


分 法 (\ 寻 .有 时 ,若是 存储 着 一 个 画 数 w, 宪 在 G 十 六 上 巡 粮 ,在 人 
内 wizw, 和 之 0, 在 上 一 0, 市 且 在 G 上 am。 wy 连篇 有 界 , 屠 
末 可 以 奸 明 ,基底 孙 
Po Pi—E, Pa—YD, Pa -= 2， (22.14) 
央 (21 .44) 成 并 。 
3) 与 Galerkin 方法 的 关系 一 般 近 伏地 艇 画 数 方程 
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L[le] =0 (22.15) 

时 ,与 Ritz 方法 同样 ,将 加 到 形 如 (22.8) 的 画 数 ,由 
CE [i,] 1 i) = (= 2， i 咱 ) (22.168) 


确定 系数 四 的 方法 , 称 为 Galerkin 方法 。 括 导 (， ) 时 做 办 积 ; 对 
于 两 个 自 变数 2, y 的 曾 数 空间 中 已 的 定义 是 (x, 9) =[ ww dw 多， 
若 选择 了 适当 的 洛 备 潍 为 基底 {g 相 ,可 认为 由 -并 全 为 正确 解 )， 
车 (22.15) 是 六 性 的 , 井 且 适用 Ritz 方法 时 ， 则 Galerkin 方 
法 与 Ritz 方 凌 是 一 狼 的 四 。 因 为 将 (22.1 友 分 威 的 同 次 的 一 次 
部 分 和 0 次 部 分 , 写 为 
了 [要 二 于 一心， 
网 (22.16) 为 


Dailgn, po) +f, p) -0. (22.17) 


当 上 上 [wj] =0 是 证 国人 (22. 有 的 上 uler 方程 时 ， 
da gi, px] = (LiLgrl, Pi}, Vibey = (f, Pi), 
因而 22.17 与 122 .1T6) 一致。 
得 是 这 晤 个 浪 法 还 有 区 罚 。 第 一 ,在 形式 上 , 采 数 Jafgpe 名 
和 《LEgxj]，g0 不 同 。 例 如 在 (21. 卫 则 题 中 ,假定 第 一 种 边界 条 任 
为 (1.2),， 出 


dalgpi, Pr] -| (grad pir, grad pz) dw dy, 


(Lilgxl, gi) = -| piAps de dy. 
第 二 , 对 自然 边界 条 件 时 ，Rits 方法 可 以 不 考 虚 边 界 条 件 , 但 
Galerkin 方法 必须 满足 基底 ys 的 了 这 界 条 件 { 因 为 Galerkin 方法 ， 
本 质 上 与 变 分 法 无 关 ) 。 第 兰 ，Galerkin 方法 对 于 不 能 从 变 分 法 


大 六 但 壬 了 下 村 称 正定 村, 随 并 法 站 司 为 一 下 。 在 这 时 三 适当 竹 取 fp}, Rite 
玫 注 亦 什 收 荐 因此 这 里 所 指 “Bitz 上 方法 适用 的 情况 9 庶 读 是 这 一 情况 。 一 - 梳 者 注 
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导出 的 方程 ,在 形式 上 可 以 适用 ,但 是 其 数学 根据 不 十 分 明确 。 

例 半 对 于 边界 条 件 为 W( 了 D.=w(2) 一 4 的 方程 ~ 
昨天 ”十 是 二 -于 外 二 部 有， 

取 Pi= {tT ts; WM dp 

不 座 Ritg 方法 或 alerkEin 方法 ,都 得 到 同一 匡 果 ;决定 而 的 方程 为 

[| -2ae+ (3—20) a Es Dat | Ds-0. 


解 之 , 担 四 一 人 .81T1T. 
用 Bessel 画 数 , 去 的 王 确 解 是 
Hm =3.00727 rw) 十 上 .7 日 19D 了 if 一 时 
wil.B=0.2027, Ei.bY =0.20206. 
所 以 这 个 闻 是 只 用 一 个 参数 就 能 得 到 过 准 确 的 近似 人情。 
例 2 考察 边界 条 件 为 40) 一 4, u(1) = 工 的 非 炉 性 微分 太 程 


1 
”和 


4 
其 变 分 疝 题 是 
了 [| 一 上 (War = Extremum, 


直人 一 二 ， 吕 一， Le 
钞 用 南航 辆 数 
tad— Bt ar — 2) + dfs— 3), 全- 
根据 (给 .3) ,由 下 列 式 子 确定 a1, oy: 


-| [ow (1 — Be) + Bud Cr — 27)] dz=0, 


=| L213 +3u(z 一 ea)]az=0， 
或 具体 写 为 


1407 -490m 十 726a3 十 8 十 27 ay 过 - 史 一 0， 
B82 
3 

(大 有 间 古 为 非 多 性 ,天 得 二 次 方程 粗 )， 解 之 ,得 两 引 艇 
人 2 —7.07004, 上 :一 
ws =2.72044; as= —12.60, 


1302+ #38349 十 750a3 Bas 二 一 da 十 22102 = 二 从 


| 
rl 


8 29 Ritz 方法 II 
原 方 程 对 雇 肘 契 等 和解 

站 并 

WT) ‘lr 
用 ar 9 必 近 机 图 数 tsa， 得 

ua 0.5Y =1.7027, {0 V0.0 =1.771S, 
改 得 误 莽 移交 1% 。 
若 试 受 将 后 者 用 档 阅 恕 数 麦 示 , 可 得 只 一 近 忆 解 。 


8 23 及 itz 方法 IIr 盯 数值 的 收 般 性 ) 


1 师 微 分 方程 ” 边 值 问题 
(pgu=f (p>0, 9 兰 9)， (23 
wtO) 一 下 人 =0, {23 .2) 


和 和 求 满足 边界 条 件 (23. 思 的 认 数 #42), 使 


v Eu] -| [os Ga 十 号 Fe] de (28.3) 


为 最 小 的 变 分 问题 是 等 价 的 。 
此 时 ,车 Rits 方法 的 近似 议 数 列 ww 为 极 小 化 序列 21) 划 
Ww 收 化 于 正确 解 ww， 朗 
lm 7 fw, = [a] ,lim 一 下 (28.4) 
因为 ,由 于 % 满 是 (28.1), tw 满足 (28.23, 所 以 
Tl] —T LY =| p+ i de, 
假定 p(%2) 之 0, 9 (vw) 宇 0， 居 
| 入 -Ds 7 0). 
和 
(| Del a) 


半 也 


iA 


py ~ be] ~ [ul. 


竣 TT A 
nin wp” 


1 
_ 四 和 a 了 2 Tr > = " = - - 
站 i i 1 - hh a 
和 i = 2 I Pl i 1 | 四 1 ™ 
A ee ET Te 


, 1 二 时 i 一 于 “ 加 1 = 
i 


-rm | 
a -ol 3 上 


~ ee er 


1 
ME 


| _ 
.1 人 
Re 


全 =- 和 
和 
2 
a [1 
上 时 
i 


2 i 四 
人 
”” | 

- 

人 


5 


1 有 
=-= di- 


76 种 蒜 付 ”三 季 法 近似 解法 
所 以 ， Ye 一致 习 仇 于 ti, 

男 外 ,只 用 已 知 的 局 ,也 可 估计 %, 的 认 着 。 我 们 用 下 面 例子 来 
襄 明 s 如 在 区 癌 [0, 1] 上 , p(s) 二 1, 用 三 角 画 数秒 pi 一 ~v 25in hw 
作为 基底 , 售 ge max 4， 基 


_ 人 | 4、/ 
ul sn {ery (1 
| rs 2 nn 1 十 十 7 有 二 《二 1 nly T 十 二 


(本 .3.0 


| 0 (ny (28.6) 
再 发 公 的 Fourior 展开 式 串 症 硕 部 分 和 商事, 则 中 和 末 
以 相沿 的 程度 趋 近 于 元 亦 序 


]imm Dax [2 — 2a, _1. (28.7) 


ne Tnax [wo—U,| 
2) 全 微分 方程 守恒 全 分 方 入 的 情形 梳 小 化 库 刚 不 一 定 
收 全 于 其 解 ,也 就 是 讨 , (28. 少 一 般 是 不 碾 立 的 。 
现在 就 (21.1)，(21. 分 的 则 是 说 明 一 下 极 小 化 序列 {fw} 收 伍 
于 芭 的 充分 条 件 ( 证 明 从 赂 ) 。 发 好 的 边界 卫 相当 光滑 , 是 正则 
的 , 则 解 志 满足 下 烈 条件 : 序 当 两 点 (2, o 、(w, B) 过 精 的 入 自在 
G 内 时 ， 


因而 


| (WB) 四 和 Ko (常数 ). (28.8) 


此 时 ,存在 着 J [wj 的 极 小 化 序 齐 {4}, 个 得 
J [ai —J [i] = 86>0 


| (和 ) FE, s,10g E>0 (23.9) 


2 lop 一 


一 二 Of 人 ， a 下》 (23. 10) 


Tp 


,| 村 
EL 


ww 
$34 固有 佳 时 近世 向 党 7F 
Eh 
Ut 
特别 地 ,芳和 腔 用 
ta CT, YY) 一 GO( 灾 ) Ttr yt (28.11) 
为 近似 解 以 代 赤 (23.9) , 当 条 件 ， 
: lim ev logr n==0 (23.12) 


盛 亚 时 , 央 得 到 下 面 的 精 诅 : 


和 一 ,| 一品 (Y gs, log 了) (28.13) 


在 使 用 这 样 的 定理 时 ， 在 一 定 程 度 二 需要 预先 知道 有 闫 解 公 


的 性 质 (23.8)。 


好 固有 值 的 开 似 赎 算 


1) 固有 和 值 的 最 大 最 小 性 ”将 微分 三 程 变 为 变 分 问题 ,有 时 法 
娘 的 到 留 位 本 身 破 为 有 兴趣 的 量 , 璧 如 国有 全 加 是 就 是 一 个 例子 。 
奏 因 有 借 的 近似 神算 有 时， 过 好 的 办 活 是 将 问题 化 成 从 到 留 值 能 给 
出 固有 相 的 变 分 闫 道 < 挛 分 法 及 上 共 应 用 > $ 30, 8 69)。 例如 自 共 


屯 的 二 阶 俩 答 分 方程 的 固 兴 值 二 是 
在 区 域 8 夫 ， 
LI] + he = (CPUs) st CWP) hp =0 
(p>0, p>0), (24.17 
1F 边 异 荆 于， 
一 (24 .2) 
On 


对 了 于 下 标 为 外 的 固有 慎 和 ,用 证 图 


od [el] = || [nut ut) + qu ax ay+ | Pouids, (24.8) 
¢ 


- 
- 名 

=- [9 

rr Sy 
-i 


- 用 “ TS 让 
- Pe pr 


| = [ 
I 


TS 第 和 二 音 ”于 牙 法 近 估 和 旦 法 
Kf -| | pu? cz dy (24.4) 
时 ,时 这样 的 性 古 : 
pA jmin 训 | -| (24 .日 ) 
wr kL 了 
但 


KI, 由 ] =|| ppidz ay—0 (一 2, 0 一 本 《24 人 


上 这 的 意义 是 首先 确定 任意 亢 数 由 ,由 ，…, 由,-1, 变动 满足 
条 件 (24.6) 的 画 数 刀 使 了 [u] / 玉 [4] 取 最 小 秆 ,这 个 最 小 值 一 般 
是 上 的 活 丽 ,再 变动 几 取 其 最 大 值 , 则 与 相等 (< 变 分 法 及 其 应 
用 ? § 69) 。 特 别 是 对 于 最 小 的 固有 和 什 和 ， 


Mnin 这 Hu 为 任意 )， (24.7) 
依据 第 一 种 过 界 条 件 
在 边界 和 上 ， 
汪 吧 一 心 (24.8) 


3 所 以 , % 也 附 有 同一 边界 条 件 。 


利用 这 个 人 性质, 可 得 出 第 一 种 边界 条 件 的 最 小 固有 逢 加 在 区 
域 G 内 有 一 定 的 单 基 性 , 邹 
当 CQCG” 时 , 加 宇 和 宇和 计 ， (24.9) 
发 在 如 内 入 的 固有 西数 为 包 ， 
在 好 内 = 太 ， 在 如 一 全 内 i—0., 
对 于 豆 数 如,, 由 于 (24.7), 则 成 立 着 


， | / Va delul _ afew] hi (24.10) 


Ky [ze] Eg Lx] 
要 搞 式 山地 戎 呈 ， 可 得 出 固有 他 对 边 轰 条 人 忻 的 仿生 性 以 及 男 
有 仁 分 布 等 有 关 性 质 。 群 和 和 论证 ,在 此 省 赂 ， 


HT" _ | tPF Er ee 和 人 
r 1 1 + 


ts 
"re 


4 
- $ 和 4 固有 撤 的 近似 胖 算 79 

Sturm-Liouville 方程 的 固有 什 肝 是 _ 

二 Cpu uhp=0 {p>0, dy 全 个) ， (24.11) 1 

~ uw a) — hite) =u (Db) + hilb) =0, (24.12) 3 

| 中 (94.5)，(24.6)， 合 村 

"人 

™ dd [i] -| Lp ow dz-h nawve hn oo)’, ; 

| (24.18) 和 

下 上 本 

开 [ 四 一 上 paper; Kiw, wi =| pu yds. {22 和 .144) 和 

3 

多 1 

0 0<w< oo, wt0) =0; weo) 有 限 . CD 

这 是 个 量子 力 党 间 题 ,就 是 间 , 在 章 川 势 的 作用 下 ,为 了 怡 好 存在 能 重 为 0 的 。 所 

迷 定 状态 ;应 荐 如 人 入 决定 势 的 强 麻 。 、 


由 于 

> 六 1 一 nn | az /| 二 wda | 
条 用 为 2 

ua) =1—em Cu) =0, wm) =1), (2) .六 

一 人 1 的 近 专 入 是 
asp/ 2 log Pt 人 

适当 选择 p, 可 使 右边 鼠 可 能 的 小 。 警 如 取 p=1.5, 央 和 
i 41.6804 (的 汪 
就 非常 接近 准确 信 .6800， 这 个 硅 果 是 比较 精确 的 [ 专 招 本 节 3) 的 例 于 ]。 。 


” 2) 国有 值 问题 的 Rayleigh-Ritz 方法 “将 线性 评 验 醒 数 


(22.8) 代入 二 [7K[w] ,就 得 到 琴 个 % 个 变数 提 ， 63， 的 的 
二 次 形式 的 比 
of [ul _ ~; Ei | 
KI[lw] 立 Be ， 4 


分 苹 是 正定 型 。 要 使 其 最 小 ,产生 了 固有 公 况 题 


- 
"et ii 


"= kh 
= 
, | 
中 


- 
-in 


和 

i 

a ' 
L 


80 第 4 章 诡 委 法 近似 解法 
DAs—Ah Br ur 0, (24 .16) 
抽 此 ,可 确 赴 疝 在 倡 
A A (24. 17) 


(各 是 (24.15) 购 悉 小 值 )， 
从 (24. 有 的 的 性 质 ,成 立 着 
A 1, 本 (24.18} 
郎 和 洽 出 入 的 上 界 。 当 参数 的 如 愈 大 ,出 Nm 葵 出 的 近似 人 秆 铭 
好 。 当 w=>oo 时 , MM 是否 趋 近 于 入, 要 看 基底 { 的 性 质 而 定 。 
例如 2, 有 中 ,如果 要 求 第 一 种 边界 条 性 (2d4.8)， 画 数 六 9 等 正 
划 , 可 取 (22.1 由 的 郴 数 作为 基底 。 一 般 对 于 形式 为 (24.15) 的 问 
题 ,假设 填 的 固有 值 醒 数 &， 可 以 用 基底 曾 数 的 和 糠 性 粗 台 ,在 
由 [本 ,一 4 一 各， 天 [ao 一 个 1 一 > (24.19) 
的 意义 下 任意 准确 迫 泊 的 证 ,其 ?yh 右 焉 。 
在 第 二 、 三 种 边界 条 件 时 ,如 以 前 所 述 , 变 分 问题 是 不 用 边界 
条 件 的 。 这 是 变 分 方法 ,特别 是 Rayleigh-Rits 方法 的 优点 。 此 时 ， 
出 于 正确 和 解 满足 边界 条 件 ， 扬 以 可 得 出 基底 画 数 近似 地 满 吓 边界 
条 件 , 但 一 般 计 算 上 上 比较 困难 ,有 了 时 出 现 比 过 
不 正确 的 精 果 ,所 以 不 经 常 使 用 。 
例 三 角形 况 的 振动 。 
班 图 有 ,1, 闻 直 相合 三 舶 形 的 一 这 908, 当 其 
他 亡 自由 振动 时 , 求 菇 本 振动 数 的 近 伺 值 (上 界 }。 
图 24.1 假 害 Poisson 比 为 #; 是 
TW]= )] Cad 9+ 一 让 如 # 十 人 一 丰 霹 y 十 2 入 一 向 二 yj dx @y， 


Kf -| uw dr dy, 


> 则 问题 成 将 求 在 08 .上 靖 下 和 蓉 件 # 一 0 2 一 0 的 苞 [ 数 4， 使 I = Fr 
8 为 最 小 。 另 二 边 04， 4B 是 自 出 的 当然 有 侯宁 的 边界 条 人 性 (入 然 边 界 生 


i 


34 加 有 值 的 进 似 计算 81 
件 ) ,改变 分 则 题 可 以 小 考 卡 。 
以 下 联 


OAd=1, OB=2, n=0,%6. 
试验 加 数 取 简单 多 项 式 ) 选择 才 数 一 -使 了 [tj 的 秆 为 最 小 ， 计算 项 果 为 


w= 1 十 oo 各 一 : I[w] =51.3, 


mrio tt ort ds) T= —0.87, Oi=—0.41; fs 一 34.8. 
1 1 


芒 就 验 慎 比较， 加 兰 34,8 是 当 斌 验 两 数 简 单 时 开 好 的 近似 什 ( 扣 动 数 
与 MN 成 比例 ) 。 

3) 加 有 值 的 上 下 界 ” 普 肖 的 半分 法 能 求 出 辕 有 值 的 上 异 , 但 
不 能 求 出 下 界 。 关 于 求 下 异 内 方法 ,可 以 从 各 方面 来 车 奈 , 本 节 主 
戏 应 用 变 分 法 中 属 70) 指 出 的 方法 求 研 究 。 . 

把 所 沽 夸 的 固有 值 问 题写 成 w=ABw 的 形式 ，4, B 为 对 
称 算 子 。 邵 在 同 节 所 述 , 当 对 于 其 个 公 汶 


ITwl = (ww Ar) a (An, Bl de) 


,Buy CT 
A ri (24.21) 
时 , 剧 下 泌 成 立 : 
2” 83 


(为 了 方便 起 见 刀 和 导 有 些 改 变 ) ， 此 处 要 对 曾 洗 意 的 是 边界 和 件 。 


譬如 ， 当 要 求 算 子 六 为 月 然 边 徊 生性 时 ,4 世 痰 须 注 足 萎 。 这 与 


Rayleigh-Ritz 上 方法 可 以 不 省 由 边 界 条 件 趟 同 。 如 计算 板 的 拨 动 
阴 题 就 有 很 大 矿 姑 。 但 是 为 了 求 下 界 ,这 些 过 程 是 不 可 避 巡 的 。 


放 


. 昼 ” 再 考 虚 温 UI 势 辣 题 (本 节 的 了 中 之 全，4e= 一 -和 如 一 . 取 
《2 为 ai 可 算出 TiwjJ5C3) 的 右边 1|， 及 由 
一 四 - ot 
A 14w) =| se Ww''2 A Cop ya £5 


四 四 
2 。 辐 因 _ - , 
™ 听 a , = =- - 
me = 1 ™ [中 -9 
eh Ct ot oe he 


™ " 
th 7 并 时 忆 - 
rn Pm 四 - 


-| 
a 


ee 
En a 
PE 
jt 

ls “ 

I 

1 


0 第 生 童 ”和 伙 芝 污 近 仙 解放 


(其 中 2p>1) 得 出 

-i fl 0 6 

E cn 1)? log -PH 上 | ks 全 。 C6) 
当 取 p 二 31.5, 央 二 0.011?。 用 公式 (24.23) 计 算 科 时 ;必须 知 洪 各 和 3 的 
慎 ; 由 于 加 的 最 小 固有 有 位 可 使 加 == 一品 yy 从 (3234.232) 古 边 不 等 式 ; 得 入 对 1Lwj; 
苯 导 一 致 。 

有 求 下 异 时 , 堪 要 知道 %3 的 值 ， 昌 然 不 知道 它 的 正确 值 ， 但 是 由 于 疝 牙 知 
xs 兰 4 所 以 南 (24.22) 左 边 不 等 式 ,得 
四. 总 工 荆 7 


1.6804— 0 1.6754. 《7) 


4 一 1 .0804 
这 桩 ;对 ,得 出 较 精 确 的 估计 ,部 6754 三 所 1.6804. 
为 了 符 出 %*3 主 和 ,用 原 求 的 固有 值 税 题 与 下 面 埔 助 国有 值得 题 比 较 就 可 
以 了 。 


pr 十 一 人 一 p 一 0，p(0) 一 0， 9p(o0) 二 有 限 ， (9) 


Be- 
这 个 国 育 植 问题 ,可 以 正确 弛 解 出 ;最初 的 两 个 轿 表 醒 娄 是 
M1, p=l—e? 一 条 p= tl]— eet}(il—3e*). 


腕 因 
一 于 一 工 
© -< 
工 1 一 部- 天 


所 以 《8) 的 固有 值 ， 孝 问题 (1) 的 蜀 有 依 小 ( 志 考 变 分 法 46 最 末 )， 四 此 可 


沽 ] 和 兰 由 一 上 hg 宇 Hy 注 生 . 


二 00)， 


§$ 25 化 为 沸 微 分 方程 的 解法 


1 方法 髓 阴 在 了 itz 方法 中 ， 取 套数 为 贾 数 对， 就 可 将 网 
时 化 汐 常 位 分 注 程 。 例 如 类 形 1 一 4, &; 一 5, 人 上 的 Poisson 方 
程 。 
往 矩 形 办 ,dw 一 一 4, 在 周 界 上 , w=0。， 对 应 的 变 分 图 题 为 
J [uw =|| [uu Du] dw dy =~ min . 


取 藤 栈 夯 数 为 下 面 形式 : 


一 中 


35 化 为 常 徽 中 方程 的 解法 8 


外 一 (可 一 入) 关公) ， 
这 消 呈 过 界 某 件 Y= 二 土 ?, 将 站 伐 大 [中 , 则 


A [i -| de | FB) fd oF Dy dy 1 
ee] | 


局 其 为 最 小 的 亚 分 贿 题 , 归 辕 于 解 微分 方 各 


a To2 spl 0)ar， Sa 1 6B 日 

lf | "lta? -0, 即 J Dp/ dp * 

其 解 为 2 
Bw 5w.1 和 


沪 了 使 如 当 sw 二 土 4 时 ,也 满足 边界 条 性 ,证 了 (十 中 一 0 来 克 
定 积 分 常数 ,由 


fe) 一 训 [1 一 990] 所 Bw 一半 ( 一 9) [1 一 2922-| 


| 
PE 到 
_ 下 . a ll 
ee 


其 中 
g(w) -cosh Y 区 名. 

用 此 方法 所 得 的 近似 醒 数 凡 ， 当 比 地 意 大 时 ， 就 越 接近 于 站 
的 函数 亏 

2) 决定 系数 夯 数 与 Galerkin 方法 
之 疝 的 关系 ” 考 吴 Poisson 方程 

在 避风 ， du=ptlsy, Y) ， 

在 二 上， 一 0. 
区 域 G 是 由 直 粮 2 一 4, 2 一 六 与 曲线 图 ”25.1 z 
Vy 一 (z) ,9 一 g(%) 所 图 成 的 《 姑 25.1) 。 取 就 脸 鲁 数 w 为 下 面 形 
式 : 


- 
1 
r I - ~ =- 加 ' ” 呈 
了 。 2 交 -™ “上. _ 3 1 =- 1 - b 下 名 1 ， 中 . _ 
< " 和 内 人 | 和 中 _ 加 -> . ， 村 -Tu 站 
= pi 1 = 一 征 
i ee et ea to Ea 各 向 和 全 和 和 二 生生 了 生 下 下 二 0 


加 84 第 土 章 ” 变 号 法 近似 解 法 

;i tat, PKo ly D+ Slo, Wr), (25.1) - 
村 一 一 
其 中 Xo {Tw， 4 1 上 等 于 D0. Xi 他， of) (#1, 2， 本 多 1 是 入 深 全 


t 当选 择 的 , 除了 在 %=-&, x 一 5 上 外 , 在 周 上 等 子 0 的 画 数 斋 。 尾 
中 在 代 天 对 应 的 法 画 中 ,得 
of [rt] -站 (Se + 二 (3 Cia ) 十 2pi | dw dy 


fw po > - 江 Os fx > Xe 六 十 A eo | re 


tt) 


+ 如 这 Xs r+- | oda 


求 使 其 最 小 的 并 (2) ， 则 可 用 下 二 拔 仿 万 竹 粗 确定 : 


Mt Ditn “| ,Oxy On Oy 一 
dr 吝 | Hz) Ow 一 | | ro Or By Bo + px | oy 
= 《一 十 2, .mn). (25.2) 


0 如果 将 为 (o, 幼 的 边界 条 件 也 考虑 进去 ,期 


坊 d [Wi Bu, 让 a EZ ] 

a ds Jo Om TdT) a LB | 

ES 2 DM, Du, 6 Z| > 村 
Ee | | Oar Xr Br dy, 

es: wo pa, 9m fo 

人 | my Ov Oy 人 By x dy, . 
3 的 形 式 ， . 


让 RiZ) Or, 
ee. J -这 + 5 一 p [xsdy =0 (一 十， 2， "" ;向 ) 。 (25.3} 
和 这 就 是 决定 有 (x) 的 方程 的 Galerkin 方法 。 4 


3 将 此 方程 粗 在 边界 条 人 

和 Fre) = f=0 =1, 2, ,nN) (26 .4) 

下 解 出 ,可 得 出 (28.1) 形 式 的 最 好 的 近 伺 解 。 * 
基底 你 地， 访 的 区 域 如 图 中 .1 时 ; 则 应 为 下 列 画 数 过 一 : 


§ 25 化 沪 涡 广 红 方程 的 解法 35 
Xm, = yg] he) 一 的 入 一 ， (25.5) 


a gn STIY~ 9)] rp ... 
Xx (Td, 7 ) STILL him) — ol) (人 二， 二 ). (25 6) 


这 梓 臣 丰满 居 概 小 化 夺 列 人 克 生 和 什 。 


区 域 的 形状 合 复 杂 , 对 基底 的 选择 就 下 困难。 如 采 区 城 古 下 . 


鲁 形 状 时 ,上 比较 容易 迁 定 。 


Ey 


图 ”235.9 


这 个 力 被 ,同样 征 用 于 第 二 种 ,第 三 种 边 雳 条 忻 。 此 时 (21) 


不 要 边界 条 件 。 但 是 加 (%, 仍 不 满足 适当 的 边界 条 性 时 , 不 能 使 


用 (20.3) ( 套 照 $22)。 
8) 本 数列 的 收藏 性 ”区域 的 形状 ,如 图 265.1 时 ,对 边界 什 间 
题 (21.1),( 红 .2), 依 本 节 所 壕 的 万 浴 可 用 (20.5) 或 (25.,6) 为 基 
诗 。 在 (28.8) 的 条 件 下 , 知 
wl 0 YEE). (25.7) 


利用 这 个 车 时 , 即 据 Ritz 方 潜 ,用 试 瞪 侠 数 为 
wo) WD — (wo—0) Go) [he) —W 9 0) —W Bonny 
(25 .8) 
时 ,可 导出 下 式 : 
jl 0 (|. (25.9) 


r 
“ 四 i 
有 下 站 1 
0 r 总 ar 


- |. 
人 
下 


- I- 站 
下 


中 
- 
re 


-二 ，， 


. 
- = ” 7: ” “ 1 和 1 
TT | | Co -i 加 ， 1 _ 和 
Ti re ER 站 于 人 had 


A Rn 


Te ra 
加 “和 


-= wre 


和 
第 5 和 蕴 边界 值 并 题 的 差分 法 近似 解法 
本 童 和 下 一 章 是 介 招 差分 法 的 近似 解法 构 要 。 本 章 申 所 举 的 具体 例子 ， 


虽然 是 以 李 赔 型 微分 五 程 的 边界 值 问题 为 主 ， 可 是 在 上 27，8 28, $33, §837 ~ 
所 提 的 基本 概念 ，$ 38， § 39 所 壕 的 一 般 定理 , 对 于 下 一 章 处 理 的 初始 值 册 
是 ,照旧 适用 。 
用 差分 法 的 近似 解法 是 由 “用 差 商 代替 微 商 "这样 朴 法 的 想法 出 发 的 ,下 
于 数学 理 验 基础 的 锡 定 却 是 非常 困难 的 。 另 一 方面 , 在 实际 应 用 上 , 为 了 得 
天 精 奖 的 精 果 ,必须 有 各 种 补助 的 方法 。 订 书 一 方面 用 数学 分 析 的 方法 射 论 
了 姜 分 法 的 理 甬 问题 , 另 一 方面 亦 梧 相 地 介 咎 在 实用 中 重要 的 补助 方法 。 但 
要 求 两 考 受 顾 得 很 好 很 难 达到 。 由 于 这 方面 的 有 关 教 科 书 还 很 少 , 本 韦 只 其 
膏 表 起 到 一 般 介 粘 的 作用 。 


2 526 方法 示例 sr 


琢 记 为 充分 小 的 正 数 ,f(z) 为 可 徽 画 数 , 由 微 商 定义 , 知 。“- 
RiTfF (e+) Ff (0) ef' (¢) (26. 1) 
部 左边 是 以 为 差分 间隔 的 前 进 差 商 , 当 驻 充分 小 时 ,是 微 商 的 还 了 
位 值 。 对 于 后 退 差 商 所 ![f(w) 一 f(w 一 司 ] 有 同样 的 窒 义 。 再 者 ， 
车 了 tf) EC 和 ,应 用 Taylor 公 武 ,可 知 加 
F (ze 上 内 一 / Ce Ei 


— hfF' (wy) + of" (TT 0h) + f(g Dah) 


一 9hF' (wy) 十 太 - fF" (w+ ONY): , 


0<0, 0 <1, 19's1. 


Tr ES EE 


四 EC 一 0 1 31 是 指 在 定义 城内 梓 到 + 阶 早 数 育 异 巡 炎 。 


$236 三 法 示例 87 
由 此 ,得 
CD EF Et) fF] + F000),. (26.2) 
如 果 用 半 ; 表 未 ;了 (8) ,在 定义 域内 的 奴 大 值 , 卓 么 ,对 王 详 有 
如 下 的 估 训 : 
R= 9M,, 8 | 三 1 (26 .3) 


车 (26.2) 的 左边 作为 天 (wz) 的 近似 值 ,那么 ,其 精确 底 对 于 非常 光 
滑 的 画 数 来 静 , 比 (286. 刁 的 近 位 值 为 好 。 但 永 哗 那 一 个 ,对 于 莫 近 
2 的 点 ,都 可 用 了 (wv 一 从 ,了 (vw) ,了 (w+ 及 的 入 性 式 作出 产 (o) 的 近 
似 式 。 对 于 在 点 的 高 阶 微 商 亦 可 用 售 近 必 点 的 丽 数 值 的 入 性 式 
作出 近 位 式 。 例 如 对 于 了 "(wm), 可 用 2 有 阶 差 商 ( 前 进 , 中 央 , 后 滔 ) 
作出 它 的 近似 式 。 特 别 当 EC 时 ,用 (26.9) 的 方法 ,可 得 
af (wrth) 一 2 人 十 FU 一 月 ] "(0) + Rs R=0(8), 

(26 .4) 
其 中 局 的 估计 和 什 为 


Ra 一 -全 Ms, [8|&1. (26.5) 


差分 法 的 近似 解法 ,或 备 称 为 差 妇 法 , 就 是 根据 上 沪 的 事实 ， 
将 微分 方程 变 为 莽 分 方程 ， 用 后 者 的 解 作为 前 者 近 伺 解 的 近 伏 解 
法 。 以 后 将 会 看 到 ,这 种 方法 一 般 在 俩 微分 方程 的 各 种 问题 中 ,应 
用 很 广泛 , 而且 较 其 他 方法 便利 。 首先 仅 就 常 微分 方程 的 简单 边 
界 值 问 题 来 加 以 发明 。 


”在 区 间 人 = {; es 大 引 上, 求 下 面 边界 值 问题 的 解 wo : 
ur a) -too fF) {arb), (26. 的 . 


wa) om (eo) — pi vd) To pe， 《26.7) 
其 中 9, 了 与 ci co pay 3 都 是 已 知 责 教 与 党 教 。 应 用 差分 法 解 
此 问题 时 , 先 将 G 分 割 成 长 度 为 h (4 一 一 各 <) 的 丰 个 于 区 间 , 改 


四 
山 人 = - 
- ‘A 1 ， “上 a L ,= rr » 
=- = - ro = 四 


加 > 1 ， 1 | i™ Fr | 本 四 本 可 =- 
=- ~ pb [es A - 于 ， ' He LY " i 上 Pe re Ea 
rT ET EE PL ee EE hh et 


2 - 
re 1 L 


了 


了 


， 了 ' a 
人 


! 1 4" 六 = 本 人 bd _ 
Te Prt eh 


TF 


上 Te 
= 


wr 


了 
-1 nm 
Fr 

-rT Ea 

- 
[J 
上 
"1 


, - 池 a i TT pT 
一 所 [ 四 闻 - 
= 本 = _ ， ; 


1 吾 We 这 i - 人 dm 让 
- - 本 一 。 b 加 


B88 第 5 章 这 界 乱 央 题 的 壮 芬 法 近代 解法 
Gs 表示 站 十 工 个 分 点 各 一 2 十 呈 (0 等 % 择 上) 的 柴 合 。 然 后 在 上 
定义 豆 数 二, 全 其 满 直下 面 的 6.5 (26.9)0:; 

hi | nN 一 1}), (26.8) 

uot on a tol =: pi, Uy op husy—uyil = gp, (26.9) 
其 中 

ta (ta (0), =f (80) 

从 (26, 和 ,可知 (26. 驴 是 微分 方程 (26. 合 的 近 位 着 分 方程 , 另 
钙 从 (26.1), 可 知 (26. 信 是 边界 条 件 (26.7) 的 近 般 边界 条 件 。 其 
欢 , 当 只 充分 小 时 ,方程 (426.8 , (26. 介 的 解 坟 (0) 二 wow) 是 ww(w8) 
的 近 催 解 。 另 一 方面 ,26.8) (26. 负 是 丰 十 工 个 未 知 数 四 一 你 (2 
的 和 十 个 方程 租 , 从 而 可 用 代数 方 活 求解 。 这 样 ,差分 法 的 近似 
解读 就 是 将 微分 方程 的 问题 ， 近 己 的 归 梧 为 有 限 个 未 知 数 的 方程 
粗 的 方法 。 如 上 面 所 导出 的 差分 方程 , 一 般 可 以 不 用 数值 解法 而 
正 多 地 求 出 解 来 ， 下 面 介 稻 几 个 台 够 正确 求 出 微分 方程 及 差分 广 
在 解 的 例子, 作为 参考 。 

1 Cy wbr, uO) =0, wl)=1, 

正确 和 解 是 4 一 避 ， 座 二 了 Nn) 二 t， 则 对 近 仅 解 训 的 右 程 为 

R22 Hn-1 =6nk (ln N11), 
ita—0, uxw=1, | 
此 差分 友 程 用 加 了 焉 息 可 解 。 序 珊 急 = 直 #1 一 机 ， 由 {26.10) 得 乌 一 


“hn 对 是 式 的 两 边 ) 分 别 省 # 由 1 到 了 FF 汕 T5 得 
bn 一 1 一 和 589 和 扯 十 十 ) ， 


《26,10? 


上 而 有 
int1O— Wn = SAM 十] 十 to, 
司 将 两 注 的 由 08 剂 # 一 1 和 加; 尖 注 关 到 wo==0, 则 有 有 
Who 十) 十 won 
下 此 吊 #=N, 项 
41=uw=1— hm EE Nh 11. 


申 ” ”在 这 样 档 林 上 恰 义 的 晤 数 穴 看 等 3， 


2 


ii 
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层 加 一 Ra 车 下 是 
Wn = RBs, EB ne 3, 
这 导报 分 友和 程 的 解 吕 一 至 的 。 芭 使 换 为 浴 李 边界 茶 件 ,差分 法 所 求 得 的 解 也 
北 育 强 益 ,因为 攻 时 正确 解 是 3 式 男 数 ,对 于 3 葡 辆 数 素 规 ,由 (26. 生 中国 一 0 
可 以 想 关 不 从 产生 视 瘟 。 
(CID ws T2223, #0 一人， ur1}=1., 
正 兢 解 是 = 二 zs 近似 解 声 的 方程 , 若 识 0 由 ) 一 6; 朋 为 
Wntl— lohan {l=sn=N—1), 
Wo 二 时， Hw =71，, 
和 和解 世面 人 而 样 ,得 
Wn 一 《及 d+ hin — hy , 
著 un Ot herp. 
而 盖 为 Me 人 一 2 ww 一 二 007) 是 由 (26. 抽 的 误 全 0(83) 所 影响 的 。 
例 2 流 分 革 也 适用 于 固有 忆 阅 题 。 此 站 的 例子 以 后 粮 常 引用 。 
求 


于 ' ~ 260,11) 


的 正确 固有 慎 , 固 有 区 数 是 
uu gn kat, p=pr Ea (k=1, 9, .), 

将 图 有 仁 同 期 人 20 . 计 ， 变 为 下 面 差 分 把 程 的 固有 值 间 是 (这 里 =1/N， 
tn 一 2 

hi ON 1), : 

Wo 一 Wy 三 0 Wi 关 0. 
(20.123) 中 稍 去 ww; Ww， 上面 的 佐 分 态 程 间 有 有 值 隔 题 ;不 外 是 作用 于 评 一 二 条 
问 量 1 tas dw 的 对 称 生 了 


(26.12) 


~2 1 
1 '. ". 0 
过 一 具 一 3 机 
0 | 
1 二 2 


的 周 有 慎 辣 题 ,吉本 在 六 一 1 个 固有 信 sx， 将 Px 按 枯 小 虎 序 排列 后 ;可 看 作 
对 应 于 Xk 至 下 到 让 一 站 的 近 扳 人 和信。 这 样 , 楼 性 微分 去 程 的 固有 值 问 题 , 应 
用 差分 层 就 成 为 解 有 出 个 元 的 拭 障 的 国有 值 问题 了 。 (26.12) 可 以 如 下 素 
旗 。 对 于 任 疙 的 7 斌 一 式 右 程 


TT 


二 
- = 四 下 . = Cu 
re 
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rr 
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t3 on tl= 人 DD - {20.13 
和 两 很 语 B88 有 于 670" 十 C98" 策 是 .20.03 证 一 成 。 几时 十 号 
= 人心 ，, 4 和 由 Hf ar “= 可 于 这 ~ 一 马 : 一 I}, 十 


(SE)=% Tay c=1, 2 Nl1). C26.14) 
这 里 不 有 联 友 = 人 0 因为 这 时 a 内 而 坟 三 0， 出 《26.1 和 a8=1 得 
4 一 二 i 一 a 2b. 1b 


及 后 可 敌 流 二 于 Tn 于 Cvsin brn he1/ 和 六 一 外 居 (26.19) 的 解 。 
对 于 好 ?的 同和 入 ;由 于 526.13)1 十 8==2+ ph 页 
: 2 了 Th 
PE PE 0 rrlt—i}= 一 ph 一 N11), (26.16) 
红 差 是 
Ph— X= Tt ON) OCR). 
水 ”使 用 兰 分 运 扣 的 有 号 ， 可 用 下 列 记 法 : 
天 = | 
二 


tO 如 人 于 下 ) 时 ， 


(26 .47) 


ee F IE” 一 
Dn = 1 下， 1 


Be, 二 时 #1 一 和 8, 半数 _1， 
妨 外 Di， Ds 等 的 入 ;也 与 普通 一 样 来 频 定 。 例 如 对 手 路 囊 一 TD 一 天 
省 障 了 汉字 率 ; 可 记 为 DDD DDD" 


$27 椅子 (net, Gitter) 


亲 了 储 单 起 好, 仪 就 二 元 博 吏 来 诡 田 , 至 于 多 元 与 一 元 情况 ， 

可 由 此 类 推 。 老 左 由 棕 禾 族 
人 in 一 二 一) (27.1) 
所 作 的 图 形 ， 其 中 >0,% 守 0, 2 三 为 第 数 。 这 种 图 形 叫 .长 方形 
炉子 。 点 (2, 名 中 格 于 的 原点 ,及 ,记分 别 则 2 臣 向 ,yy 六 向 的 粮 子 
间 隐 。 特 别 当 六 =- 时 ,时 做 正方 形 精 子 。 虑 PP C2, ay 由 情 汪 
(27.1) 的 粳 子 点 。 对 于 任意 客 子 点 Pm, 和 点 Pnsi,, 了 


,十 


347 格子 21 


Pm-in; Pm nl 称 为 到 wo 的 和 近 傍 (格子 ) 点 。 若 格子 局 的 任意 集合 
为 Gi Pwmn 二 其 阳 个 近 傍 点 各 
届 于 i 则 了 Pa 为 全 个 内 点 ， 
届 于 6 而 未 为 内 点 的 祝 子 上 ,和 孙 为 
边界 感 ， 内 点 的 集合 , 这 界 点 握 
合 分 别称 为 Gr 的 内 部 与 边界 ， 贞 
有 对 于 居于 Gs 的 是 个 任意 格 - 王 把 
二, @, 期 能 移 定 也 一 加, 吾 Rs,…， 
Bi, R= RE 使 五 -1 年 品 图 37.f 【和 过 细 点 内 点 ) 
的 近 傍 点 地 一 于) ， 称 Gs 为 精子 区 域 。 

普 双 使 用 的 格子 ,一 般 是 长 方形 格子 ,所 以 后 面 的 讨论 中 元 限 
于 长 琅 形 格 半 。 当 然 各 据 问题 的 不 同 , 有 时 也 使 用 特殊 格子 。 

例 1 正三 前 形 梧 子 。1 和， 沪 整 数 有 的 鼻 灯 许 


y= hl y= 3 w+ 3hin, 


y= 二 一 3q 十 3hn (二 0 沪 滨 涩 )， 
特 平面 分 成 过 长 等 于 天 的 正 兰 和 角形， 以 这 些 直 入 亚 点 为 格子 点 的 格子 ， 呀 和 拭 
以 天 为 格子 半 隔 的 正三 角形 格子 。 这 时 任意 格子 点 的 近 侯 是 由 到 此 扣 丰 痪 
好 六 的 六 个 枉 子 点 租 成 的 。 
例 由 边 长 为 及 的 正六 边 形 所 布 满 的 平面 也 确定 一 种 格子 , 称 为 以 
为 略 子 申 隔 的 正六 过 形 梅 子 。 略 和子 点 是 正方 进 形 的 臣 点 ， 竺 总 格子 点 的 近 人 壕 
是 四则 此 点 距离 为 站 的 三 个 略 子 点 组 成 的 。 


A 


尝 ] 37 .3 了 和 和 已 的 近 旋 点 ) 于 2 这 售 j) 


下 


mp - MT ww mr ” 
=- 9 站 
I- bp =- 


rs TR es Erm PS Pr 
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例 3 在 z 厚 上， 届时 一 108 为 坐标 的 点 的 集合 ， 可 以 着 作 是 人 竺 直 应 
亚 0 上 所 硝 秆 的 一 元 懈 子 辟 。 上 时 捞 子 用 阳 是 不 壮 上 时。 生财 元 的 情况 ， 罗 了 
用 莽 他 和 二 茜 才 引 [ 守 站 题 引 人 的 医 娄 焉 基 些 总 和 近 形 的 状 大 :有 时 出 和 在 此 点 附和 近世 
用 同 隐 不 等 的 岩 子 。 忆 本 书 中 不 使 用 型 电 不 等 的 杏子 。 

注 氏 今 捷 除 特别 说 明 外 ， 所 请 格子 都 皇 指 长 二 形 格子 而 青 。 另外 在 差分 
和 法 的 还 伺 冲 法 讨 哈 中 有 时 要 考 记 格 子 间 隧 趋 于 守 的 情况 ， 从 而 有 必要 研究 
者 种 者 尽 时 格子 ,加 格子 的 庶 ， 并 可 假定 站 是 决定 族 中 短 个 裙子 的 驮 数 ,也 就 
是 说 交 本 忆 成 交 记 的 西数。 内 此 ,对 一 邹 衬 子 点 的 集合 ,可 记 不 用 Gx; 而 过 
接 用 G; 表示 。 

注 2 以 后 凡是 连 系 有 关 和 格子 向 题 , 不 作 畦 趾 襄 明 时 , mm, "都 表示 整数 ， 
VN 玫 示 月 然 数 。 


友和 近似 差分 方程 的 定义 


1) 发 和 全 为 一 区 域 , 厂 为 其 边界 ， 在 人 和 站 的 和 集合 GUT 
上 定义 本 夯 数 %, 现在 湖 户 一 下 所 满足 的 微分 方程 (不 合 边 界 条 


性 ) 
Ll == 天 (I) 


本 节 的 用 的 就 是 对 此 洲 程 定 久 其 近 但 差分 方程 。 

二 中 的 了 是 芯 对 应 于 工 [9] 的 微分 算 子 , 阁 要 使 上 [x] 有 坦 
夭 ; 明 须 使 #% 共有 一 定 的 性 质 -. 例 如 也 一 入 /82 十 人 /8 时 ,4 必须 
二 阶 可 徽 。 这 样 ,根据 工 中 医科 和 处 理 癌 题 的 方便 ， 仅 限 于 在 基 些 
落 数 的 集合 U 的 元 素 上 考虑 工 [ 吗 , 当 wEUDU 时 工 [w] E 了 {以 汞 数 
为 元 屠 ), 即 定义 五 为 上 [tj 的 集合 “了 ;ww> Lu] ,weEUD, La] EF 
挽 和 外衣 就 , 就 是 将 工 看 作 是 从 可 到 也 的 映 象 (1L: UxF), U,F 
的 元 过 一 般 用 % 了 表示, 了 EF 了 通常 定义 在 人 上 ,可 是 当 wED 非 
嘿 光 得 时 ,根据 对 在 二 上 微分 的 不 同 解 释 ,也 可 定义 在 GU 上 。 

2) 相应 于 上 语 的 全 U 芽 ， 可 如 下 未 定义 格子 区 域 。 对 于 充分 
小 的 正 数 及 了 导 天 格子 - 国 隔 为 为 的 格子 ,并 用 全 基 示 包含 在 全 UT 
中 的 格子 点 全 体 集 合 。 但 假定 当 >0 时, 其 他 格子 间隔 也 同时 趋 
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江 于 0,， 从 而 在 全 的 任意 点 的 近 傍 , 当 所 取 的 万 充分 小 时 , 至 少 必 
有 一 个 全 之 点 现在 对 于 每 个 及 ， 背 友 一 下 生 Gx. 上 定义 的 粮 于 
所 天 歼 加 的 莽 分 方 企 
bl = i. , 
正如 福 了 中 对 二 所 作 的 邢 样 ,将 着 分 答 子 有 ,看 作 起 把 在 全 
上 定义 的 加 效 4 的 集合 i, 有 映 于 在 Gi 上 定 多 的 六 的 策 合 机 的 
上 映 健 。 一般 Gi 忆 Gh 电 可 局 二。 但 是 在 后 面 质 举 的 具体 例 
于 中 ,通常 是 中 为 全 的 内 部 (参照 不 面 例子 )。 
例 工 藻 将 &26 四 的 莽 分 方程 (26.8) 的 左 过 ,看 作 次 分 算 子 玉 的 定义 ， 
根据 上 面 所 秆 ，G 为 {fe 0 三 三 NY G0 为 1 1 三 mn 和 NN 一 14 办， 
例 2 名 上 UT 是 长 方形 0 和 4 所 4， 
0 三 yy 三 b; 填 用 z= 一 Why 一 全 半 活 党 烤 ) 


确证 格 了 于。 将 (Cj 十 汶 了 nn 着 
Gh = Pnni Ene] 0nd ]) 
L 是 才 示 蓝 禾 部 分 的 Causs 的 符 与 }。 
ts Ls = ,nt th nt 二 thn-1n 
二 Wn, nl — Hum nd = 
钥 取 Wren = Mh mm 时 ， 
i= {Pm, 三 机 王 [a 洲 |] 一 1， 1nE[Ch/k] 一 十 ， 

演 土 撞 3 中 如] 的 去 示 式 ; 是 上 只 写 凡 入 wj 在 点 Pm,; 人 同 

时 将 铝 ; # 作为 琉 动 坐标 来 理解 。 


8) 这 一 侦 的 目的 基调 论 志 中 的 及 对 工 的 迫近 程度 。 当 考 雇 不 
同类 独 算 于 间 的 迫近 程度 时 ,对 于 定义 在 同一 而 数 和 集合 上 的 算 子 ， 
即 算 子 的 定义 域 相同 的 疡 , 那 未 ,只 需 考虑 对 子 同一 元 索 作 用 结果 
的 接近 程度 就 够 了 。 现 在 若 芝 与 台 是 叉 周 的 集合 ,用 下 [mm] 与 DE 
(ED) 比较 时 ， 其 中 的 才 记 如 何 确 定 呢 ? 这 个 问题 可 如 下 来 处 
理 。 出 于 wwEV 定义 在 全 UT 上 ， 所 以 也 定义 在 上 人。 因而 将 


图 8.1 EU ET 


全 ” 对 于 补 契 匠 一 条件 于 LY) 的 的 集合 , 训 作 {Lz; 二 (xX)] ,这 是 后 面 常 用 的 恕 叶 。 


Fo rT .EL 作 和 和 和 了 于 生生 和 汪 
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限定 在 Ca 上 时 ,可 得 到 定义 在 Go 上 的 画 数 a,， 寺 蚌 , 对 于 任意 
的 久 ED 如果 太 为 定 六 在 龟 . 上 的 一 团 落 数 扩 成 的 集合 ,到 么 , 必 
有 申办 后 下 8， 上 由 此 ， 瑟 基因 比 吉 的 对 家 汀 联 总 [| 6,] ， 这 里 前 潜 
是 速 疆 效 数 的 丙 数 各 已 ,后 者 是 在 外 上 上 定 巡 的 格 于 点 夯 数 。 因 
此 还 逐 来 :对 任意 的 了 EF 限制 在 名 上 时 ,所 得 的 格子 点 责 数 站 | op 


必须 并 于 瑟 ， 当 这 些 要 求 满足 时 ,对 于 尾音 的 EVU, 就 可 以 很 自 


然 地 特 上 [i | #0 nL 6] 作为 证， 的 元 深 玉 作 二 办 。 

下 一 步 膝 必须 对 也 的 两 个 元 素 的 接近 得 内 和 粹 以 次 义 。 因 太 
有 必要 在 加 中 83| 玉 扩 提 。 为 了 以 后 方便 ,不 但 对 i, 而 和 且 对 所 有 
的 可 卫 , 避 0 到 , 一 济 引 天 距 侈 车 是 以 这 些 贺 数 为 元 素 的 集合 
成 为 织 性 空间 时 , 送 当 地 引 大 范 数 部 可 。 此 时 ,对 于 也 百 , Us, FP . 
上 的 范 数 分 别 用 jv, 1FF ro | 上 frln 表示 。 至 于 范 数 的 具 
体形 式 , 模 据 具体 间 题 来 选取 比较 方便 。 在 后 面 的 时 论 中 ,最 党 使 
璀 的 是 
r=max'id|, lflr=maz fF|, 
po nll, eel} oD 
但 max 是 在 每 个 画 数 的 定义 范围 求 取 的 , 故此 需要 有 有 若干 补助 条 
件 作 为 葛 束 。 


(为 了 上 古 恒 , 吉 使 是 sap (上 限 ) 也 记 作 mas， 

Ql) 在 不 村 于 引起 混乱 时 ， 把 4co 得 记 作 同 子 , 例 如 可 特 
hsejy leo de 略 记 为 及 [||rs， 再 有 等 式 [ww]== 了 是 指 Ewin] 
一 了 | cf。 

Qi) 当 UV 不 是 米 性 空间 时 ， 率 部 不 能 | 内 党 数 。 可 是 例如 将 4 veE UU 
的 让 高 dis (4 用 dis tay 区 一 max |# 一 +2! 定 光 时， 可 稳 dis CD) 洲 成 
一 2 曙 秆 js 的 征文 是 二 jz 一 max ， 拓 体外 理 并 题 时 , 善 不 多 已 ) 
Ff 等 者 是 篇 性 空间 ,内 而 , 通常 用 | 6,1 js 等 进行 谭 欧 时 ,可 将 其 看 作为 下 
问 : 永 可 潭 作为 苍 燥 。 由 于 这 个 理由 ,六 面 为 了 闫 便 煌 引 大 的 写法 ,不 至 于 送 
玉 很 大 的 让 瑟 。 
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其 次 ,一般 来 说 , 属 陡 人 钝 胡 , 则 EUV 和 %|o 滞 接近 ,对 于 了 各 
ficy 也 一 样 。 这 些 事情 用 演 数 的 早 语 来 反映 ,人 炳 乏 , 上 就 有 下 和 面 的 条 
作 。 
EE 的 WEU, FEF, h—>0, 
ja (28.2) 
(28.2) 是 对 范 数 选择 的 队 币 , 可 是 小 把 | 人 和 | | 1 和 
| mm 开 相 似 的 方 注定 饼 , 振 当 如 了 证 当 冯 滑 时 ,就 可 以 成 并 。 


和 例 3 如 果 2 了 汪 盐 ,对 于 128. 芒 的 范 数 ,728 .2 成 立 。 
例 二 人 = {7 {=AN} 时 如果 
如 0 三 + 三 1 上 如 入 ; 剧 


sho=f ular, uke,=h luken)!. 


{268.2) 的 种 一 取 成 立 。 

注 # 就 避 求 前 ， 有 时 不 明显 地 指出 公示 身 的 条 和 件 ， 而 只 撕 到 范 歼 的 光 
洒 。 这 时 可 把 加 理解 为 处 世 具 有 上 所 和 粉 的 深 数 ,并 且 是 由 相当 光滑 的 柄 数 粗 成 
的 空间 。 


对 于 忆 后 所 考虑 的 蕊 ;| ep js 都 访 为 已 烃 
满足 上 述 有 也 有 的 要 求 。 

4) 根据 上 述 的 准备 ,有 有 下 列 定 义 。 

定义 1 对 于 尾音 的 WEUVU, 当 术 -30 时, 如果 
tL] —#n [ae] | OO, {28.3) 
划 称 页 为 在 已 上 天 的 近似 差分 算 子 。 

努 外 ， 对 于 无 分 小 的 即 关 于 站 正 数 如, 当 0<h 之 lo 时 ,车 
对 于 任 痘 的 WEUVU, 下 式 

Ete] — hs (x0) (28.4) 

成 并 ， 央 认为 咏 在 U 上 对 工 的 近似 度 为 xz。、 伍 节 是 依 辕 全 证 不 
令 瑟 于 记 的 常数 。 
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注 3 如 (28.39，, 28. 名 仅 对 六 中 菏 些 # 成 江 ! 则 对 这 些 # 汪 说 ， 称 革 六 
荆 的 (下 慨 府 * 的 ) 近 亿 算 子 。 
二 和 详 和 就 来 ;在 提 到 近 仙 性 ,近似 度 时 ; 必 有 弛 提 出 范 数 。 当 wt& 0 非 季 
证 和 上 直上 侍 吕 疾 | 摧 恒 -二 下; 兴 ] 一 般 的 序 都 ， 过 羽 许 ， 近似 麻 是 不 变 的 重 。 因 
而 ;不 怖 畦 嘎 说 明 。 
例 98 三 [一 好 有 是 用 #26 倒 1 的 左边 定义 的 。 此 时 如 将 
取 六 52， 是 工 的 近 眉 算 子 ， 
U0 取 为 如 只 以 近似 底 工 近代 于 工 ， 
0 取 为 560 4 成 江 伺 座 2 近 似 于 工 ， 
得 范 数 可 用 (286.1) 来 害 义 。 
定义 2 设 在 上 是 工 的 ( 近 侯 度 x 的 ) 近似 差分 算 子 , 则 
称 
Gl =f, 人 f= og (II 了 
为 微分 方程 全 在 了 上 的 (近似 度 * 的 } 近 似 盖 分 方程 。 
注 8 把 直面 式 子 志和 作 ‘IID 而 不 起 作 民 的 原因 主要 是 为 了 以 后 的 方 


避 。 有 时 略 记 (ID 为 BE 一 了 
间 题 如 和 例 4 的 一 样 ;就 下 列 者 项 考 康 (23.2) 第 一 式 成 立 的 条 性 


”是 人 慎 下 ,但 四 一 Wt). 


4 1 ™ 
Gi) la 二 一 六 刘 ， 
(11) ulo=: max [utes) | -~ raxlu'tzy) |, 
四 这 


上 [mm 一 maxlt| 十 max 
中 持 


1 一 
及 [i 


$6 和 近似 差分 算 子 的 构成 (党 微分 ) 


1 裔 工 是 以 2 为 日 变 量 的 常 微分 策 于 , 是 一 元 的 有 限 诡 
间 。 现 在 讲 一 下 三 的 近似 差分 算 子 下 的 构成 方法 。 格 子 用 = 
一 mh 人 是 下 常数, 是 整数 ) 来 确定 ,UU 是 非常 光滑 的 任意 曙 数 


各 ” 当 范 北 依 顿 十 严 有 时 ,近似 性 ,和 近世 库 是 可 能 谈 更 的 ,一 - 棱 其 注 


29 近 俱 益 俘 算 子 的 构成 ( 常 笋 芝 ) of 
集合 ,全 FF 一 {Llwl; WEDU}, Ui= {lo, WEU}, B= {da Lind, 
wi 忆 Dd}, 拓 大 体 上 可 根据 (28.1) 取 范 数 , 得 到 的 结果 ,对 于 一 般 
的 范 次 是 通用 的 。 

如 果 对 于 三 定 的 各 阶 微分 加 oz, 按照 §28 中 所 迹 的 那样 处 
到 ， 交 判 可 及 有 从 一 般 的 三 作出 例如 卫 [ 国 一 百人 和)， 
wv) 天 于 “上 ,3 过 篇 可 微分 ,由 有 和 2 的 轿 果 ,可 知 
Elton = EF {rp, Ri, R28) 
基 工 的 近似 凑 分 算 于 。 因 而 以 下 具 要 讲 ?jdwr 的 近似 着 分 算 子 
的 作 渤 。 
2) 此 处 所 考 窒 的 是 ， 对 于 任意 人 恪 子 点 Pylww) 上 的 wi 人 (on) 
皇 由 ”"， 如 合用 有 限 个 通 当 的 格子 战 Paiyv 一 0, 土 1,， 土 2, …) ,上 
2% 的 值 + 的 炎 型 名 合 来 近 们 的 丙 题 。 也 就 是 用 不 依 灶 于 % 的 常 
阁 ¢,, 使 
不 失去 一 般 性 , 可 取 m=0, 将 这 个 击 题 正确 的 痛 趟 如下。 对 于 有 
限 个 点 古话 基 为 指定 的 自然 数 时 ， 设 饼 是 充分 光 请 的 任意 
图 数 , 求 使 
三 ， feos ?oc — + R, R=O{h*) (‘29.1 
成 并 的 了 系数 总 ， 这 个 间 题 的 解 , 当 卫 , 的 个 数 为 所 而 ! 宇 Pp 十 x 时 是 
存在 的 ,特别 当 等 续 成 并 时 也 同样 是 存在 的 。 实 际 .上 ,将 ( 加 90.1 的 
Wp) 依据 Taylor 公式 按 wh 展开 ,上 比较 两 志方 各 次 籍 的 系 
数 , 对 于 6c,, 得 条 作 
PA hy 作 三 Pp 壬 略 十 x 一 1，p 基 各 ， 
> + 
如 时 二 :十 zx， 就 把 (39.2) 看 作 是 关于 6, 的 方程 组 ,这 时 ,系数 的 
行 到 式 是 andermonde 行 放 式 ,内 而 不 等 于 宪 。 在 应 用 .上 芝 刻 构 
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造 尽 可 能 乌 单 的 着 分 方程 , 有 所 以 沼 x 仍 指 定时 ,， 尽 可 能 使 上 小 ， 
六 人 外 尽 可 能 使 A, 补 Fo 接 和 过 。 元 (29.2) 求 出 - 了 Cy 局， 每 居 计 此 
了 时 ,与 在 各 的 展开 了 式 中 ,用 具有 因子 (ap 的 于 ,作为 铀 全 项 即 
本。 命 | 旭 得 


五 | 等 一 一 -DT 了] (之 |c 2 (29.3) ， 


泽 1 在 决定 o 的 问题 中 ,如 果 ,的 排 法 , 恰好 可 以 适用 其 一 种 数值 袜 
分 公式 时 , 则 依 腿 公式 玉麟 可 以 得 到 解 。 人 而 且 这 时 由 数值 微分 的 误 盖 公式 ， 
可 得 出 比 \ 红 .及 更 好 的 情诗 式 。 查 从 月 的 是 为 了 作 和 近世 沙 分 三 程 来 说 ， 杯 质 
上 上 着 焉 家 全 和 步 之 分 。 

可 主人 二 人 0,1, 2}, Pp 二 43， x 二 2, 对 于 coy co 03 的 右 程 ,由 (29. 仿 为 

to 二 = 二 2 =1, ct de 一 个， 
解 之 ;得 oo 一 一 3/2, 1 二 2) 69 二 一 414 人， 因而 
— Bw 十] tt 


DF = R=00), C29.4) 
由 《29.8), 知 | 五 | 三 BMs， 但 出 数值 微分 式 ,得 到 下 面 的 倘 计 式 ; 
R= Bnfs, | <1. (20 .6) 


由 《2 .和 【2.5 次 位 地 可 以 得 到 


a = 大 十 下 R= Pas '#|i1, (29.6) 


这 个 公式 六 后 常常 村 弛 [用 。 
换 多 1297 二 4 一 了 1， 0, fy, 二 2 = 二， {2 . 呈 } 出 
1 十 人 七 61 二 和 一 261 十 民 一 自 ， 十 64 一 功 ， 
解 之 ;得 01=0.1=1, ao 一 一 2、 考 虑 (29.3)， 若 we ca, 得 市 已 知 美 系 式 
Rj] 一 名 十 3-1h8Ng， |# | 三 1. | 
在 《29.8) 的 估计 中 ,假定 了 we Cetw) 现在 如 果 假 定 4€ Co 梨 轩 工 下 看 到 的 
那样 ,可 得 
21 一 200 十 说 一 城 革 (12)- 专 294， 
这 种 铺 况 在 {2} 关于 0 对 你 时 产生 。 


30 近代 兰 只 夫子 上 晤 移 成 ! 训 向 下 ) 99 
妨 后 ， 将 某 芷 精华 列举 于 下 。 但 在 中? 一 二 GW) 的 式 于 
中 ,总 假 起 WECTY, 
1 = (RYH ti Fl OR 
— (12 1 as— 8 i Ri tl 0 
jo TOW) 
(0h Bo A — ts] + OF 
= 一 8 十 18 一 Ge 于 二 + OR!), 
tn 二) 
— (T1223) 1[—w a 16 1— 30w0+16u; — ta OD 
—A "2w— Bn dys— a] TOR), 
A TE 
一 【有 一 Ri st lu — lB Be — ts] Ot) 
— (2h5) 1[— Bu.1 10w 12+ ua tl] + O(N), 
UO di 于] OY). 
注 匡 ”对 于 存 太 上 定义 的 加 数 来 六 ,#4=004h) 的 痊 交 是 :对 于 充分 小 
的 在 在 奖 常 数 甘 ， 不 依 融 于 其 和 如 的 碟 ; 使 得 |4| 友和 威 立 。 


§ 30 近似 差分 算 子 的 构成 ( 偏 微 分 ) 


1) 设 工 是 内 5, 为 自 变 贡 的 仿 纵 分 算 了 于 ,全 为 某 一 区 域 。 
以 Pm.n tg 二 ma 5 十 m8) 为 格子 点 作 长 方形 格子 。U，…:， 怪 范 
数 与 前 池 相 间 。 更 在 如 果 已 知 各 扔 偶 徽 商 的 近似 式 , 乱 革 可 以 赃 
出 近 仙 着 分 方程 。 得当 六 30 时 ,. 也 以 相同 的 秋粮 近 于 零 。 如 果 
不 规定 无 鸡 产 的 胡 ， 形 式 上 上 虽 和 胡同 的 差分 算 子 就 不 一 定 近 位 于 微 
分 算 于 。 

入 设 Livwi=Bw/By 一 W/O%， 潜 息 (二 OY). 
全 


lw] 一 "| Lt — itl Wi J, 2 |] CoH" [Wntln™— Un-1,n)y 


” 1 Ab 2 - 
FT 


- 


A TR 
b _ = _ 一 > ~- 1 = _- "下 ", ” " 加 ”mm _ _ 
咽 


四 i ”， 


其 中 38 一般 是 表示 | 私 1 的 量 。 从 而 对 于 Ax 一 4 Ou 


100 第 5 全 这 昼 值 问题 的 蕉 于 法 近似 解法 


洲 刀 为 次 分 光 消 的 图 数 , 拱 据 Taylor 感 开 上 已, 得 


Ek ax , hi A he? a 
R= nl] oy “a dr 6 Be Wt 


由 ;天 一 0 让 肖 = (和 常数) 时 ; = ， 当 B= (常数 } 时 ,一 般 五 是 
水 趋 江 于 堆 的 。 

汉语 后 面 过 到 的 括 物 型 利 避 有 曲 型 的 腔 题 ;由 于 榴 定 性 余 件 , 要 求 格 子 间 
隔 表 成 交 一 定 印 等 件 。 那 时 不 限定 用 下 有 -常数 ,部 拉 子 地 障 的 灿 相 同 的 格 
子 。 柚 三 本章 记 处 理 的 椭 辐 型 的 情形 ， 内 湛 嵌 上 和 = 常 数 ， 特别 是 = 时 襄 
合用 了 。 


2) 竺 别 齐 一 下 基本 徽 分 运算 耶 为 拉 普 拉 期 4 的 情形 。 疼 


另外 用 于 ,表示 4 的 所 有 多 阶 仿 导数 稳 对 值 的 上 内。 那 末 车 只 考 
碟 近 伺 于 2 8 之 一 的 侦 导 数 的 情形 , 可 以 利用 稍微 分 时 的 苦果 。 


| 地 如 在 Po,o lx, oy) 外 ,可 得 


Ou 
QT 


Bu __1 £ 
By [wo, 1™— Ho, oj 于 可 fs y, 


-了 了 | 0 CO— Uo, 0| + dH 


ee 
和 十 全 GM ,, 
Poh 
二 一 -上 上 ru， 0 一 2250,0 十 Ai 0 二 全 HM 2 


人 ,得 
ho— 2uo, oT Hi.0d FE? [to, 1 — 280,0+ do 机 = w+ BR, 
其 中 
R—0O(h+ kh) — HM. Ms , 
峙 咖 对 于 下 上 形 柳 子 -六 :一 下 各 二 形 , 和 用 
no 0— W104, 0 Yo,1 Tto, -1 一 和 ion (30.1) 


§ 80 近似 康 姑 管子 的 构成 ( 俩 微 苑 ) 101 
定 尽 Ort 后 ,得 到 (参照 图 30.1) 


A hh Mt BR, (30.2) 

BR RM oA 2 NM (30.8) 

光村 zw 2 两 个 七 煞 的 俩 和 伐 上 疝 的 近 伺 式 
于 ,可 探 塌 前 2) 的 方 烘 得 出 。 但 是 这 时 与 
常 租 分 情形 不 同 ， 著 其 上 取信 的 格子 点 排列 。 图 30.1 
得 不 愉 当 ， 可 能 不 存在 解 。 例如 不 可 能 用 过 锥 8 一 常数 上 的 格子 
版 的 值 逼 近 Bu 6y， O48rm6y， 另 外 ,指定 了 乓 分 阶 数 2p 和 近似 度 
* 局, 有 关 格 子 点 的 个 数 要 比 克 十 < 一 上 工大。 所 点 象 下 面 这样 处 理 
园 为 便利 ( 妨 下 只 限于 正方 形 格 了 于) 例如 从 定居 可 得 关于 zj, 3 的 
徽 商 近似 式 

让 一 天 | 9), (Pe), 

上 | Wi ] 一 | 
hh [ey, 1 Wo, oO— ,0 — Yo, 1| 三 A, [i . 
其 区 ， 拓 先 将 和 Ett 的 各 项 ， 福 了 o.6 的 司 国 作 
Taylor 展开 , 作 邮 近似 式 ， 从 而 可 看 出 它 的 近 
饭 度 、 秩 荃 。 实 际 上 ,由 


i A Dn Dn 


图 30,2 可 知 右 边 是 近似 论 为 1 的 近似。 一 艇 若 荆 是 
两 个 算 子 五 ， Ls 的 积 时 (人 作 渔 痢 的 算 子 ) ,如 果 五， 了 的 近似 算 子 
人 务 吕 是 局 B; 通常 可 取 吕 ,四 的 各 作为 忆 的 近 伍 算 子 。 例 如 重 
调和 算 闻 

2 六 ) uo Piz Gitt diy 


2 二 一 A 
-| tt = A 十 pr A 十 之 Oro 十 Oar 


据 (30.2) du 过 2Omt, 让 J 二 后 1O2w 有 


(30.4) 


Te 
A 


于 D 四 1 
mo ~- 甲 - ~ = 和 
Mh et ed 


避 ” 上 =， Pe ee = Aa br 
Hr Th ee 


人 


一 1 
Fi 


1 
二 
r 
“了 ' 
et 
i 
"rt ' 
m 一 用 
2 
Fh 
1 
PP 国 
i 
要 
瑟 . 
“全 
2 1 
人 
+ 
1 二 
= 
me 


pr 有 。 


a 
A 


1 | me— | 人 Ce 1 
ee 


“Thr- = | 
人 


机 部 


一 
A 
I ™ = 


i102 第 #5 六 这 园 值 半 题 的 站 分 法 近 介 和 解法 
rt, 0 = CEU, oi. i, 0 十 Crttn, 1 十 Cnt, = 4 Yo, 0 
一 20Hin., nn 一世 《281， oF Vo, 1 no, _1) 


+ 2 i 


十 【ao 十 Po 十 下 -0 十 30, 21 ， 80 .5) 
痒 右 过 的 to 下 oo 的 周 国 作 aylor 恨 开 ,可 诗 
ht = 2 (30.6) 
pH 性 是 由 
R= (0 + 0 iO (30.7) 


z 6 \ Bm oro 1 ro dy" 
从 上 aylor 展开 式 祭 项 的 估计 ,就 得 到 嫩 的 合计 是 


| 
R= Me, i8|=1. (80.8) 


§ 31 在 满足 微分 方程 的 男 数 类 上 的 秋 似 度 


1 要 使 莽 分 法 近似 解法 所 得 的 数值 咎 果 具有 商 的 准确 度 ,加 
租 格 于 间 卫 是 一 种 方法 。 世 是 格子 如 采 天 半 了 ,的 中 舍 有 的 格子 
太 增 多 了 , 将 着 分 方程 滞 作 代数 方程 时 , 六 知 数 也 相对 地 多 , 在 讲 
算 . 上 就 要 花费 很 天 的 劳动 。 豆 般 锰 采 用 这 样 的 差分 方程, 格子 问 
隅 一 定 而 且 和 过 伺 庶 冬 商 。 但 是 ,和 根据 前 两 闻 的 方 闭 ,要 作 近 位 弃 过 
出 的 盖 分 算 季 号 一 般 在 fr 的 一 点 处 ,下 [ea] 的 表达 式 是 很 复 瀑 
的 。 由 于 这 个 理由 , 本 节 和 下 匠 将 讲述 对 于 湾 中 微分 方程 的 夯 数 
类 上 上 ,如何 作出 构 滥 比较 简单 ,而 旦 近 催 典 高 的 着 分 算 子 。 

2) 朗 满 是 方 程 


了 = (EF) 
的 芯 粗 胶 夯 数 族 也, 并 堆 虚 宅 的 近 倪 问题 ， 由 于 了 是 出 定 的 ， 不 
入 以 过 乔 条 件 , 所 以 上 桓 忆 的 个 数 一 般 是 无 阻 的 。 站 前 2 节 让 ,区 
在 闫 名 光 训 的 生 间 夯 数 集合 , 可 是 班 在 稻 据 开 , 了 的 此 体 性 质 ， 
吹 了 尘 已 应 该 给 以 限 糊 。 象 地面 这 程 克 和 定 了 克 后 所 得 的 近 亿 中 


$31 和 芷 证 下 租 红 方 理 的 站 数 革 上 的 近代 庶 103 
称 方 微分 方程 解 的 近似 度 。 
现在 及 位 切片 程 Ju 一 0 及 Poisson 睫 程 4 业 一 作为 例子 米 长 
HD , 


Lu= y=0 (31 .1) 
的 无 分 光 训 的 苹 数 集 个 为 世 。 也 就 是 说 芝 是 由 调和 夯 数 料 成 的 。 
把 480. 二 证 定 尽 的 iw 在 点 (x, 及 处 的 值 ， 用 Taylor 展开 式 表 
二 ,得到 了 


加 hh: jl /am pe 
i | 37 Ta (ga Gar ) 


+ (+ 


Lo.p 一 1 十 中 11 十 让 二 1 十 2 _1 一 二 0,0 (31 。 3) 
定义 Cis (图 红 . 了 了, 四 由 ' Taylor 恬 汗 ,得 


1 
Af i ( Ou A Bs 
Dw 2 ht 
he fF A ,. Bi Oi Dy 
-| 一 一 -- 1b—— i 
T G1 \ Or" + ariow TID dr on T 让 ) ， 
+ ‘31.,4) 图 31.1 


骨 这 样 地 确定 5; pb 使 得 sont 十 8Caw 中 以 避 为 柔 数 的 项 等 于 
A 而 以 六 为 骤 数 的 大 与 du 胶 比 例 ， 于 是 解 


到 本 Qa » 6 
Tm bm ee -一 一 a PO -一 一 
or 4 1 2 (证 十 4 全 
得 | | 
98h b. 1 6h. 
用 此 精 果 ,并 发 


1 


Bd = -gi dOnt Dy) , (31.5) 


Tr 


a 
nr 


上 
[ 1 we | 1 Ea 
a 


re a Ee rs eT re ep Pr 
- : ”| - + a ww 
1 中 站 | Tn =- ~ 


104 第 5 这 ”过 界 得 间 题 的 差 苍 法 近似 和 解 法 
由 《31.2)，( 全 .人 ( 取 更 高 次 的 项 ) ,通过 简单 地 计算 ,可 知 


brul = 十 症 六 (Jw + 2 5 


i Bo 4oj 十 六 


Br 
(81.0) 


" 下 - Ou 2 _. Ow ra 
县 -全 人 | 34 十 16 Br A 2 5 | + 
因而 %EU, 即 如 果 dw 一 0(w EcC*)， 央 


40 1 0 Or -二 一 8 
hl — du—-B- Br Mog O he). 


bb 对 4 的 近似 度 是 6， 假 阁 不 限定 4 一 0， 仅 起 分 光 请 时 , 那 
末 近 人 忆 庶 趟 超过 3 
其 驳 , 考 在 

二 [ 芭 王 du 一 (Ff 是 固定 的 )， (8 . 门 
拉 褒 UU 是 田 满足 dw= 了 的 纹 租 成 的 。 这 时 如 不 是 如 型 空间 。 洪 
根据 (31. 访 来 定义 , 如 果 名 EDU, 在 11.6) 中 用 4x 一 六 可 得 下 
5 

2 


2 


阁 识 了 E00 避 于 是 忆 知 的 名 玫 , 所 以 可 以 把 4f，4f 淖 作 是 已 


知 的 。 此 处 用 


Dh [We] hfe] — 7 A ht (4 3f 十 2 Br) (81.8) 


定义 系 , 对 于 EV, 则 
Be 一 du Os), 
h 对 4 的 近 供 度 是 6。 在 这 昌 变 汗 冤 ,及 不 是 齐 奖 条 性 式 。 
”若是 计算 4 ，4 玫 很 汤 糯 的 请 ， 或 者 只 希望 用 格子 点 上 于 的 
值 时 ,可 以 省 略 (31.8) 右边 的 第 三 项 ,将 4 了 出 训 ?:OO%f 置换 。 由 
(80 .2 ,成立 太 Jf 了 一 fTOWRYD, 所 以 ,对 于 


i 


$31 在 和 关中 微分 方程 的 医 数 类 上 的 和 近 执 度 105 


ta] bh — 7 Or (81 .9) 


等 
GA)y, 和 


对 本人 的 近代 座 是 和 .名 的 近似 方程 

Ea Len |] -=F | 6, (81 .10) 

在 Po.v 处 的 形状 可 以 只 位 地 写 出 。 将 不 从 记 作 wo 左边 所 
合 间 jm,n 移 到 有 和 达 ,最 后 沫 以 28 ，, 诅 去 分 人 钙 , 央 得 下 式 : 

2 1 1 十 宝 -1.1 
S00 tio, 1 二 Wo, -1) — 40w.0 

一 天 [8 foo0t (fot ff 0t+ fo01t fo -1)]. (31,11) 

4) 在 正三 角形 熔 于 上 dz 的 近似 对 

于 格子 间隔 海 及 的 正三 角形 格子 (8 27[ 例 

323]) ， 首 的 任 蹇 烙 子 点 卫 e 上 的 dw 值 ,可 以 

用 Po 及 其 六 个 江 傍 点 fxs fa, ;fe 上 


的 芭 植 近世。 
设 由 Po 到 PilE=1, 2 人 在] 章 人 这 
后 量 为 (os，Bu ， 则 阳 31.3 


Ho CO (oo Pp + By 各 ) “+ A -一 于 十 避 x ) J 
此 式 尖 于 万 由 二 到 台 租 如 , 用 


全 0 一 2 Br Zot —0, 2 i B=3, 


则 得 
1, hs 2 hr 83 By . . 
之 wm Guo ~ A wt ds :+ 全-( 客 pe 十 )+ , 
因而 ,加 ! 玉 坟 正 三 角形 格子 上 的 盖 分 算 : Ei 
如 mo 一 -ar( 记 cx 一 6uo)， (31 .12) 
章 


和 = A jd i160 ). 


到 了 ~ EE 
= 
加 


Dep 


Ta rm 
并 


人 
1 pr " ue,” 

J 
“ |， “ 四 ™ Ls 


- [a =- br 由 mT 
em , 


几 中 


= 一 PF ml be, 

Ye i et i 
- =- 中 | 2 
rr i 7 _ 


TO 第 电 下 这 性 入 前 题 乔 盖 共 让 堪 倍 解 涉 
由 此 可 知 ,如 有 果 &EC3 下 是 二 的 近似 度 2 的 近 伺 算 子 ,如果 
EC，dw--0, 对 4 的 近 侯 庶 是 


$2 多 扣 近 似 法 


1) 本 节 所 还 的 塘 法 ，Colatz 称 之 为 宫 点 近似 法 (Mehrstel- 
lenverfahren) . 将 此 法 应 用 在 4&= 了 上 时 ,可 以 得 到 和 和 ( 红 . 志 ) 和 
同 的 着 分 方程 。 首 光 左 党 微分 方程 

4 一 了 9 一 大 (32.1) 
风情 形 来 诡 明 。 座 访 为 格子 间隔 ,2 为 任 读 格子 点 Po 的 从 标 ， 其 
在 右 的 格子 点 分 天 汐 了 .1, Pil， 再 诅 名 是 充分 兴 请 的 任意 函数 ， 
于 未 同 题 -是 确定 站 依赖 于 %wW% 的 请 玉 i 1 0, A1, 
使 得 式 子 z 


1 
之， {a A —= 0 A) (382.2) 
成 立 。 其 中 统 二 Pn)， 
和 将 听 ， 你 三 丰 0 同 国 的 Ta&aylor 及 和 于 六 
tp SY HA)? 站 
0 01 

民 天 (82.2) 的 左边 ,得 和 
3 La SS wrk 十 3 
pl x 3 


he 
ol 


1 
up 3 Uroke tplp— DArbe}, 


RP 一 0,…,， 8) 的 又 歼 , 对 子 任意 的 wi 访 二 0, 1，…) 为 老 的 条 件 
省 下 年 的 方 在 : 
好 -1 于 人 于 让 一 蝇 ， 一 好- 十 G1: :0, 
bea) + i A 1) =0, 
HE A411 =0, (82 .3) 
Ha) 112 0, 
[ta ad 207 一 上 寺 要 站 0. 


339 守 贞 近代 沽 107 


2.3) 为 齐 次 方程 入 。 提 第 2 式 与 第 4 式 龙 导出 第 6 式 , 所 以 把 
gr， 之 一 也 作 任 总 管 数 ， 三 在 帮主 甬 。 实 际 上 ,全 呈 一 1 下 , 解 
之 ,得 
td n= -一 2 ， 中 -一 由) 一 一 村。 本 一 一 二 
将 这 些 代 天 归 3.2) ,得 
Rui 2 112) T1000+u i =O. (2. 
恬 一 方面 ， 如 上 虹 如 请 是 (33.7, 于 丸 二 rt 十 fF， 在 它 和 使 
(82.4) 在 之 为 着 的 式 中 ,消去 红 , 就 得 恋 六 为 O01) 的 (82.,1) 的 
浊 人 入 并 程 。 换 各 话说 ,以 
Bu)o=i 3. — Ba tt 
— 12 ei f 11l090r0 TT0f0 + gt fF (32.5) 
呈 沁 上 品 , 震 和 满足 (2.1 的 芷 的 集合 为 可 分 五 区] 一 ww 一 gw 一 站， 
出 吕 是 二 和 在 世上 上 近 己 弃 为 4 的 近 们 盖 分 算 子 。 惧 这 时 可 认为 
第 固定 的 。 如 适当 远 择 114， 在 必 3.2 中 用 任意 院 的 微 商 妈 9 代 过 
2 ， 可 以 同样 的 商定 夭 ， 4 和， 及 合式 子 在 过 为 OU ， 例 如 可 得 
A [ti 8 1 td t=O, 
RT 2 a | OD. 
考 碟 了 这 些 事 实 后 ,对 任意 的 租 分 方程 ,就 可 以 同样 地 来 处 理 。 例 
如 对 于 Pw 十 gw 十 Tu= 了 ,从 将 (382. 和 4) , (82.6) 右边 为 雳 的 式 子 和 
Pee 0 工 中 ,消去 起, 二 所 得 的 方程 ， 
可 理解 为 近 亿 差分 方程 在 格子 点 Po 上 的 式 子 。 
2) 斑 乍 将 多 点 近世 法 应 用 在 翅 徽 分 4 一 六 象 人 92. 呈 那样 ， 
确定 3, 5， 0, 4, 86, 使 得 在 格子 局 也， 下 
oduct oS Eduw] +eoutaSh tw] es =O 
成 了 字 。 半 中 
A 


DY] 1- 
A | ni nt1l.n FT 人 " 1 十 i Tm, nl 中 


(32 .人 


| (32.7) 


Ee 二 从 Tm a Ty i re 
ie ” ie rm 1 一 下 中 _ = ~ To ~ 2 I 一 | i = rr a 了、 -_ 
中 四 = le 了 
, 2 . | =- . D 中 wi 4 中 - _ 


108 第 9 侠 这 罩 值 隔 题 的 总 分 法 近代 解 守 
和 推导 (33 ,8 一样, 到 用 Taylor 展开 ,导出 4, 了, 5, 4, 6 的 方程 
六 , 解 之 得 


Be du +hS A 40w— SIE [rw] 一 号 久生 [人 = OR .32.8 
他 (382., 8) 鸭 右 过 六 需 ， 和 持 可 2 民 大 ,得 
Bhaf FI] + 4 — BSE — 2 [a =0., 
很 容易 知道 ， 这 个 式 于 和 {31.11) 是 相同 们 。 Collatzs (和 赂 未 文献 
[21) 答 出 了 和 (32.8) 有 同样 作 由 的 关于 Ju，4d3w 的 各 种 公式 。 
3) 例 荆 将 多 点 近似 法 应 用 在 固有 值 WW'=%w #00) = 一 u(1) 二 0 .上 。 
名 展 了 于 点 为 2 二 ?二 二 1 了 褒 一 二 广 ==] NN)， 图 考 <32.4), 则 得 近似 
加 有 村 阅 题 
_ _ 1 Co _ 
hp rt LO +t) ClEnEN-1) | (32.09) 


to 一 MY 一 0, {= i 
(32.9) 可 完 休 和 26 例 2 同 梯 解 出 。 其 间 有 { 裕 子 点 ) 加 数 为 流 !==0 .sgin krw， 
园 有 人 德 为 


eps RE 一 1 A 
和 


由 Pio 一 A 一 ORD C= 一 上 xz) 得 末了 三 全 岗 2 的 粘 时 更 好 的 过 拟 乱 。 


§ 33 和 近似 边界 条 件 , 这 你 边 界 值 问题 的 定义 


1) 关于 微分 方 稚 的 边界 舍 癌 题 ,是 在 区 域 G 上 成 次 的 微分 方 
程 

五 [名 一 FF (1) 
以 外 ， 再 输出 在 G 的 边界 六 的 车 干部 分 (或 者 至 体 ) ($1， 

2，…，8) 上 成 立 的 边界 条 件 
Yilu]=p (=T， 2, ， 8). OUT) 
关于 (了 的 近似 盖 分 方程 已 构 襄 过 了 。 在 下 要 考 虚 的 是 近似 (ID 
的 (对 于 着 分 万 程 ) 边界 条 和 件 。 入 | 困 在 下 音 所 入 理 的 初始 值 间 五 的 
初 婚 条 仁 ， 帮 认为 是 以 时 间 # 为 自 变 量 之 一 的 窑 开 区 域 上 的 边界 


旬 39 过 人 彼 劾 界 条 件 , 近 位 边 界 值 问题 的 定义 109 
条 什 ,， 那 示 在 本 闻 谍 是 以 于 汶 计 论 的 对 党, 了 站 3% 天 7 时, 也 
可 能 是 同一 个 和 集合， 例如 在 整个 了 十 答 出 边界 条 人 镍 wip 二 gq， 
Sp, 时 ， f,, 了 3 二 是 了 
在 这 的 Yi 是 定 到 往 吕 三 革 的 画 数 业 到 定 光 在 已 于 的 
图 数 yi[wl 的 运算 子 。 一 般 是 防 数 比 工 内 的 微分 算 子 。 为 了 准将 
9 而 近 侦 于 3 的 症 分 算 入 ， 撒 出 区， 多， 看 以 及 引 久 它们 范 
数 的 涤 艾 ， 可 复习 一 下 二 2 的 讨 渝 ,在 此 不 另 作 长骨 。 再 者 ,8 28 
簿 定 的 本钱 、 衣 法 等 ， 对 相同 的 天 题 ， 同 样 适用 。 改 区 是 全 ,BE 
一 1 ，…， 8) 有意 头 井 社 避 UT 了 于 定 信 的 汞 数 避 的 集合 , 惠 ; 是 任 
意 vwEU, 使 EBi, 在 了 于 定 父 的 事 数 集合。 田代 于 分 别 定 
六, 古 的 范 数 io 上 | fs， 以 后 的 时 前 中 如 常 要 本 用 幸 的 范 


alo—=max'ewl, lpua— max | gil. (83.1) 
六 I 由 11 有 ; 深 字 ?可 以 省 畴 。 


2) 对 于 的 格 了 于 引入 的 定 慰 等 ,和 28 色相 司 。 定 六 在 
Gh 上 上 的 办 的 边界 条 件 , 怎 群 才能 使 它 和 人 和) 千 近 昵 ?9 先 就 下 面 例 
子 发 明 。 


例 工 如 各 为 区 并 扣 1 格子 点 为 2 一 区 i 二 0,1， NN), 洛 左 在 36 二 0 
上 的 边 卉 条 件 。 | 

车 ?fj 生 放 的 一 上 《党 数 1， 对 于 格子 点 国 数 点 的 类 刀 边 界 条 性 可 诅 为 
Fy 三 一 有 另外， 车 ? [二 中 0) 二 4, 近代 边界 条 性 可 到 x; [um] 
= 此 Le tw 一 80 一 站。 这 是 因为 酒 玉 -0 时， 对 了 宁 民 二 必 下 任 窟 可 鹤 分 
的 8 邦 有 Yat 一 LT。 同样 的 理由， 在 fs 的 这 和 界 点 中 ， 属 于 如 的 边界 
上 的 茶 些 点 上 ， 可 和 作 形 式 上 泊 亿 于 .00 的 其 分 算 子 raiy 使 ra 一。 

鲍 呈 号 丰 为 图 和 娠 十 钙 二 1 取 克 二 9 三民 确定 的 正方 形 格 子 。 考 巾 
访 原 条 性 [二 wi 二 PG 的 过 时 站 的 下 一般 不 在 了 .上 上， 因 醒 在 号 上 
是 各 有 蝶 久 的 。 在 这 里 ， 和 将 的 位 用 下 加 注 法 移 到 TT 上。 家 六 为 上 的 


和 Ue lh a -- 
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a 1 - 1 = ” -2 ”> 
和 加 和 由 
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110 第 日 站 ”过 界 俏 后 硅 的 芍 秀 法 近似 解法 
体 意 点， 在 了 上 和 闷 肾 近 的 民力 王 用 "Path 
一 PED 符 训 也. 七 的 二 殊 竹 ， 一 舟 接 此 再 期 由 工 
上 上 的 国 数 呈 作出 的 末 .上 的 丽 数 用 [Lp]* 过 示 。 此 时 
在 对 Wn 的 过 异体 和 任 玉 rn 三 rpJs 时， 可 
愉 电 滞 作 是 二 旬 们 近 构 。 这 是 由 于 当世 答 
CUT 上 是 述 各 加 数 时 ,随和 薄 有 =30 廊 [yY[wjjr>Y[w] 
且 粹 可 。 雇 这 个 例 了 于 可 以 看 膨 ， 车 I% 不 包 合 在 了 

图 33.1 @EIh 中 , 必 , 急 将 了 了 上 的 国 数 下 到 了, _[:。 

现在 将 上 面 例子 所 考 谭 的 一 般 化 。 或 六 二 = 2 8) 是 
Gs 的 边界 工 x 的 若干 部 分 ， (入 分 ) 算 子 街 定 交 在 如 上 的 曾 数 
WW 称 到 定义 在 Gr 的 边界 7 上 上 的 范 数 和 [rm 是 定 作 在 
上 ， 剑 oil 有 彰 交 的 贾 数 你 的 集 台 。 肛 ;是 将 弥 E 克 时 使 
?LN 是 的 工 w 上 的 画 数 集合 。 若 %EE 时 ，rx[o 的 伟人 义 和 和 
§ 28 的 媚 [ 忆 有 同样 的 解释 。 再 者 ,对 于 i, 名, 分 别 定义 用 | is， 
Eb 示 的 范 数 。 嚼 一 睫 面 ， Ej 证 使 任 章 的 gi 万 钙 ; 对 应 于 
EpsdnsEDs 的 算 于 。 人 但 对 于 范 数 芭 [ jj 要 求 尼 有 下 面条 和 任 。 

A—>0 时 

对 于 尾 章 的 & EPE 


本 (33 .2) 
对 于 任意 的 gi 各， 
EE] rillz,.—> i ps, ==1, “8, (33 .3) 
(33.2) 和 (28.2) 是 相同 的 条 件 ,车 上 jz, 上 的 定义 也 相似 时 ， 
(33.2) 是 成 开 的 。 例 如 车 

[EE rs — max | un (88.4) 
4 古 巡 种 时 ,对 于 {33.1 ,满足 (833.2) ， 如 果 随 着 六 >0， 六 接近 
于 二 上 fa 是 连 红 运算 ， 那么 当 两 边 的 范 数 横扫 时 (33.3) 一 般 是 
成 并 的 。 然 而 在 具体 问题 .上 ，, 必需 根据 [Jw 的 定义 ， 浴 诈 (33.8) 

是 宇 城 谋 。 慰 上述 这 些 作为 前 捉 , 有 下 面 的 定义 。 


§ 3 近 租 演算 茶 件 的 的 碱 让 级 芬 ) 111 
定义 1 对 于 任意 的 wDU, 当 上 请 >0 时 ,如 果 

| yi [ue] ] rt] |s>0, (33.5) 

有 将 2 全 i 的 边界 条 件 [Lia] 二 pdr 称 汶 yi 二 名 在 VU 上 由 

和 近 人 所 边界 人生 件 。 又 对 于 任 次 的 业 ED， 妆 0<R<i 时 ， 录 果 存 在 
ho>0, 使 得 

| Es lam— rn sy, SE x0) (838 .和 ) 

度 计 ， 因 谣 边 内 条 件 冯 辽 似 度 是 x， 上 其 中 以 ;是 不 依 世 于 加 的 常 

Es 


至 2 NE 时 ， 取 Le la = | aie 


注 (33. 人 0 左边 为 需 时 , 称 为 近似 准确 。 例 如 让 hi 竺 上 的 边界 条 性 


是 第 一 种 时 ,出 更 这 种 情况 。 
3) 定义 名 对 于 微分 方程 的 边界 值 问 题 


也 [本 一 六 I) 
Yili]=p ==] 2, 8). (IF) 
着 分 方程 的 边界 值 间 题 
ll fs, (lI 
rm[is] 一 的 同人 一 全， 8) UV 
共 中 


六 一 了 | Pr Lpslns . 
称 为 在 只 上 的 这 似 边 因 值 向 题 。 因为 根据 在 站 的 定义， 是 
呈 在 忌 上 的 近似 差分 万 程 。 直 本 节 定 多 , 代 轨 是 (对 于 所 有 的 动 
iii 在 己 芋 的 近 估 边界 茜 件 。 
差分 车 的 近似 解法 ， 就 是 将 近 估 边 性 值 问题 的 解 作 为 原来 边 
界 什 消 题 的 近 个 解 的 方法 。 


$34 注 似 边界 条 件 和 的 构成 (党 微分 ) 
1) 访 区 域 全 基 7 辆 下 的 区 赔 (48, 四。 师 果 格子 所 我 们 取 为 


A 


- nm J jan “Li 
-3 HT Hr Te i Er LT 
= 一 41™ 3 Cr rt [i F mr 7 
. TT | 四 ™ mm, - 
” 1 % 2 加 
=- ; _ 


| qd er 
po "1 
[i mr 


人 时 
mm 


1! 过 


i 
[中 用 ~ " 
, 局 


EE NN 二 1 
1 


1 人 第 号 本 过 牙 逢 问题 的 点 牙 法 近代 明 法 


和 一 站 十 9 下 (一 一 /NR 二 0, 入) ,天 6 的 边界 和 上原 求 区 
域 闪 边界 一 4 ,站 一 8 是 一 茹 的 ， 因 而 此 时 趟 用 [上 jw, 挛 妈 [ym 
二 1。 齐 在 仪 束 左边 的 边界 点 来 说 明 如 何 构 各 近代 边界 和 条件 。 人 得 
学 数 到 息 对 什 的 最 大 值 。 
CD) 一 的 近 俱 边界 条 件 是 太 {20) 到 2， 近似 牙 确 。 
Cw (0) 一 g 的 近 人 身边 界 条 件 ， 可 用 近似 左边 微 商 的 瘦 商 
代替 。 和 但 使 用 (2,) ,nn 衬 0. 
会 训 1[wn (21) 一 Wh(20)] 一 9， 4EO?, 近似 论 是 1. 
DT 2%) Bi (go0) 于 重用 (一味 (ra 二 gg, EC， 近似 度 
是 2. 
性 处 理 右 问 边 界 态 5 上 的 条 件 吕 (8) 一 g 时 , 如果 使 用 以 了 左边 的 
wn 上 的 ww 值 作为 wi6) 的 近 人 概 式 于 时 , 社 果 完全 一 样 。 
Ciii) 对 于 人 《CI) 一 p， 划 果 了 到 严 “Legoy 一 2 (00) 二 Wh (9) ] 
二 名 ， 浊 催 度 是 (E05, 
(iv) 对 于 ww'(4#) 十 qd (8) 一 9 或 者 更 一 般 的 边界 条 件 , 它 们 的 
近 翌 边界 条 忻 的 作法 ,从 上 进 荐 显然 的 。 
2) 在 土 而 有 的 (让 中 , 作 wt@)==5 的 近似 时 ,使 用 子 三 个 格子 点 40, dd 
的 值 ; 它 的 近似 刻 是 23， 对 于 名 点 近似 法 也 用 这 种 作法 时 , 可 按 下 面 来 进行 。 
例如 斌 二 面 的 边界 其 件 是 微分 太 程 证 一 外 = 了 的 边界 条 忻 ， 将 呈 ia- 天灾 
半天 Gi 内 ;然后 用 


Fatal — tnt T1022 = (34.1) 
代 炎 Ww(9) 二 PP， 一 万 面 在 ww 煤 粹 出 近 伺 微分 方程 的 美 柔 式 
Rh- 一 Bot To) + Hn (Et 0) = fo, (3 和 .2) 


剧 当 是 这 分 光滑 的 图 新 时 ，(34.1)， (34.2) 的 近世 放 是 3， 实 际 上 ， 从 
(3 和, 了 (3,2 中 清 去 谢 人 -六 ， 草 


Pe := Wa 1 To) 
RR hn TT 


2 [qoua ro} + fo | = 9, (24.3) 


伯 如 了 攻 为 满 屡 微分 活 程 日 杰 分 省 溢 询 # 的 这 合 ; 则 734 .3 的 zf ;加 前 季 
下 速 :, 可 知 近 似 帮 下 2， 


4 35 近 俱 这 界 条件 的 构成 ! 己 撤 开 ) 113 

这 个 二 法 的 实用 性 很 高 ; 同时 也 适用 于 依 微 分 -二 程 的 情形 ， 息 此 不 作 琴 

大 的 计 疹 了 了 。 查 是 这 样 作法 的 近 招 此 础 是 二 在 壹 办: 油 是 投 分 古 程 ,而 且 世 
是 入 分 光 请 的 敌 数 ， 如 : 果 污 区 踢 地 其 以 剧 用 ,， 度 而 会 带 来 很 大 的 喜 谷 。 


8$ 35 和 近似 边界 条 件 的 构成 ( 俩 微分 ) 


识 G 是 ey 芷 面 上 的 区 域 , 格 于 是 用 zw 一 十 rm 有 和 一 上 十 志 兢 
定 的 。 在 格 汪 上 碟 kzmy， Yn) .上 村 于 左 巩 数 3 的 值 写 为 wn， 更 在 仅 
多 过 界 条 人 和 件 (IY i 的 了 ;是 整个 边界 二 的 情形 加 有 雇 论 述 。 译 于 一 般 
情形 ,可 | 出 此 类 推 。- 往 这 蜂 假 让 全 是 充分 六 请 则 。 

DD) 设 使 工 上 上 的 而 数 1pj 对 应 于 上 的 淹 数 pg 的 [ ] ;是 
下 面 外 (说 中 之 一 。Ps 是 上 的 任意 点 ,在 Ps 上 [gls 的 值 写 
为 [pl (PA. 

Ci [oa 一 在 也 上 上 最 靠近 PP 的 点 上 gv 的 值 。 

(这 ) [pnAPwy 二 了 和 和 作 格 闻 直 入 族 吗 变 点 中 , 最 所 近 了， 的 
点 上 2 的 值 。 

不 洽 人 与 《ii 洪 PET, 央 prtPa 二 gDPy, 特别 基 阁 
ZTC 则 [wj]s 一 pw， 上 再 省 ,如 果 WW 各 全 是 充分 光 注 时 ,对 于 普 源 
的 范 数 ，(38.3) 成 立 。 

2) 第 工种 边界 条 件 


[wl=ulr= oy. (85.1) 
发 上 jj 是 用 1) 人 砚 定 的 ， ra is | == | mn， 也 就 是 说 ,如 果 
Wn lr ™= Lop];, (36.2) 


当 4EO, 取 息 对 值 的 最 大 值 汶 范 数 , 则 对 于 (88.2), .35.4 的 和 近 
似 讼 是 I， 实际 上 ,如 果 |grad4| 夺 及 , 则 
Ly Ee]]s— ra [ul | RN. (85.8) 


有 在 工 作 首 寺 担 搓 圳 机 了 邓 点 ;使 怪 子 加 的 边界 点 都 在 了 .[-。 随 匡 合 分 
证 程 岂 必 顷 划 以 候 正 。 班 让 就 被 分 方程 荐 : 茹 = 了 时 加 以 识 明 。 喜人 必 格 隆 1 的 
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114 第 上 下午 蜡 寻 了 赣 是 的 莽 共 福 近 供 和 解法 


过 入 族 和 了 了 的 变 点 提 吝 为 吕 { 若 了 的 部 分 是 灾 眠 ; 当 炎 经 和 和 作 格子 的 囊 灿 之 
一 重合 时 , 则 取 和 粮 妇 正 变 记 郁 的 变 点 ) 。 车 US 二 那 末 的 的 边界 点 
SS， 而 |r 二 的 边 见 条 他; 本 用 三 | 5, 一 FP 淮 确 近似。 咏 好 ; 泊 朴 d= 了 
的 差分 右 程 ,甘于 Gi 的 内 点 ;照旧 不 变 的 . 即 取 有 Cit 二 了 训 从 嫩 扰 去 沪 ， 
及 Gi 内 部 如 的 集合 为 qh 让 上 的 任意 点 为 五 of 护 ， 天 在 Po 上 必须 重新 
作 四 = 了 的 近 栋 方程 。 将 总 和 各 最 江 的 四 个 格 于 成 为 Pat 人 tah, 3)， 
Potg—arR, vy, Par YARY, Pom, gy— BR RHR OA, cr， B, BSR, 
更 在 全 We) 根据 Taylor i 


(oh)? Bw 
— w+ oh 人 + UD, 


一 ML 十 a » 
从 -上面 丙 个 式 子 闪 去 路 Gz， 出 
Ci | Wa -io Ms | 下 
a2 hh afa 二 ay fe i 二 TO, 
间 样 得 
Dt 分 | ta tt 7 EL ， 
天 
ca h? LegBtB)y Ba ALS ra WB), 
大 而, 韦 


1 HE 1 由 ;a 1 1 
ho 六 [fa (| 
章 有 [eeo= 太 是 在 Po 上 以 近似 库 工 近似 于 所 = 了 了， 
淫 上 代 .上进 作法 ;可 以 得 此 ; 当 榜 子 并 卫 趟 东兴 数 时 近似 太 程 的 和 法 。 
3) 第 2 种 边 办 条件 识 玉 是 荆 的 向 并 法 各 ,88m 是 向 和 方 
呵 求 导 ,现在 考虑 
Y[W] = 9. (35.4) 
作 它 的 近 位 边界 条 性 [5] .= 和] ，[2 各 中 所 毅 那 样 来 取 。 
识 大 的 方向 俯 绪 为 a, 有 则 ac, 户 是 定 父 在 荆 上 (在 法 多 存在 的 点 
上 ) 的 匿 数 。 际 去 有 有限 个 角 点 , a, 8 是 对 于 弧 长 的 充分 光滑 的 一 
妆 。 三 骨 点 处 将 ,局 鸭 们 定义 为 , 语 间 工人 只 其 们 接近 此 点 时 模 
BE? 人 信 , 且 玉田 a 训 和 拇 


§ 36 直 们 过 性 管 钠 题解 的 让 在 115 
Cx -一 十 总 和 (3b ,5) 
要 全 有 过 用 了 上 的 生 从 点 Po 近代 ,可 分 别 用 1 中 所 述 的 [ 1;， 
唱 字 二 懂 ， 好 计 奖 为 Le 上， 1 hs > i 的 近 修 上 中 
”属于 的 点 的 两 数值 作为 号 ,Be 的 近 介 就 
了 可 以 了 。 
例 划 和 象 左 图 卯 样 ， 对 于 PE 使 


rs [uJo— [jy [BJs 和 二 加， 


图 0.21 


其 中 让 = DD =0, 1, 2)., Do 三 的 本 
全 近 傍 点 不 属于 的 , 这 时 ， 如 果 % EC， 划 根 据 Ee 一 (经 


Zio zj 
十 Ot), 可 用 Wa 一 Us) 代 松 (下 


4) 对 于 第 3 种 边界 条 件 (au em 二 au 一 久 等 边界 条 件 的 近似 
的 方法 ;从 以 上 所 述 很 明显 可 以 得 出 。 


$36 近似 边界 值 尚 题解 的 存在 


1 和 近 人 属于 微分 方程 边界 值 回 题 的 差分 方程 边界 值 问 题 
l=， 其 中 一 fioy， | 

rmluasj 一 gy， 其 中 pn 二 [yjn (1 和， 
它 的 解 古 害 酝 在 ,必须 首 沉 了解 fr，prni 的 县 体 性 质 ， 然 后 
才能 悄 定 。 大 多 数 情 况 下 , 如 归 假 总 它 具 有 和 康 来 微分 方程 解 的 
本 在 条 性 入 居 的 和 杀人 竹 时 ， 就 可 二 证 如 和 解 志 十 存在 的 。 特 天 是 当 
,ra 是 六 次 入 性 时 , (36.1) 是 以 包含 在 售 中 格子 点 上 如 的 值 为 
未 知 数 的 入 性 方程 租 。 于 是 , 当 如 是 有 界 时 全 ,根据 有 限 个 元 的 欧 
性 方程 机 理 葵 ,可 以 知道 ,对 于 任意 的 有 ,pw，(36. 了 ) 都 存在 解 岳 


(88.1) 


各 人 诺 中 右 程 组 未 知 数 的 个 数 和 方程 的 个 数 在 相同 的 。 


| -= 
四 


= 人 Me “ 
四 


NO 


a 1 


se 


= 四 HE mr 一 
= wp 此 rh | < = ~ 
二 人 一 1 > Tv 1 a 
r = I be 
| 2 了 站 
[ 


116 请 占 齐 油 界 尼 辣 题 的 冶 革 法 近代 肇 渤 
条 性 ,是 草 生 次 天 Fas nt 为 污 时 ， 方程 只 打 坪 大 0. 壬 知 这 时 的 
解 是 唯一 的 ， 所 以 解 的 哈 一 性 和 和解 钦 在 在 性 在 本 硕 上 是 相同 的 ， 
这 是 和 微分 方程 全 六 不 同 的 地 省 。 

2) 设 台 是 2 轴 上 的 区 间 (4, 8)， 现 在 考虑 近似 于 边界 值 间 


| 
革 [ 记 二 WwW 一 9w 二 ff， 亲 中 9 宇 0， (36.2) 
Wa) =a, {8b}=8 (36 .3) 
的 过 办 值 疝 题 
be = ho Bt (LEn N11), (86.4) 
wo, Wy 二 户 , (36.5) 


但 以 zw 一 4 十 m 坟 (Nh:5 一 wn 一 0, 二， 入 ) 为 属于 点, W 表示 
Wt) 了 诅 朋 (386.4) , (36.86) 解 的 存在 ,现在 根据 1) ,从 产 三 0， 
Ga 一 有 一 0 来 推导 加 三 0. 


役 
Uns hig nN—1), (8386.4 
Wo—= Hx C—O0, (36. B 
和 钞 冯 , 半 于 任意 的 加， 和 (和 芝 吕 至 交 ) , 成 证 
= 一 二 
之 | VD, — vy Duy — vo Duo— YY Do Du (88.68) 
于 天 PE == 十 


‘关于 59,，D', 只 可 穴 看 $26 注 ), (86.6) 是 对 应 于 部 分 积分 的 关 
邓 式 , 这 是 很 窑 易 直接 肤 证 的 。 在 (86.4) 上 秉 以 羽 , 对 于 nn 由 1 
济 刘 一 1 相 加 ,考虑 一 下 (86. 全 ,136. 叶 ) ,可 得 

D3 (ens— tm) he pa 二 人 (36.7) 
及 让 于 9 因此 改 四] th 1 On tO 三 nn 和 让 一 11) 了 Er [EL tr 一 请 -3 
再 由 (3836.5n) 得 时 久 三 0. 

其 欢 , 代 全 036. 有 1 ， 若 取 徽 分 方程 边界 条 尾 是 
WE) 一 CU) = a, wb) od) =B, 其 中 1 ca 二 0, 


| 


= 


,立夫 


8 86 近 但 动 界 伟 问 题解 的 存在 117 
特 宪 证 换 汶 
(2 Bo rr — Ua] 一 1M0 一 位 ， | 
28) {By— dy ya] + oy= £8. 
六 了 规 昌 (36, 有 ,36.3) 解 的 存在 性 ,可 也 在 (36. 久 中介 a=8 一 上 0， 
在册 


(86 .8) 


Buo— dt Wa BR oO=0, | 
tty -一 dp 1 二 wv_2 十 R02 -一 U 


和 (36.4) ,可 放风 二 90。 在 (186.4) 中 分 42 工 的 式 子 和 486. 久 的 第 
一 式 中 滑 去 加 ,得 出 负 一 0 人 十 05) (一 于 91 如) .用 这 个 结 果 ， 
再 合 


(36 .的 


1 /1 
tut (gh Gh) (1— 5 9 )= Awo, (36.10) 
当 gi 六 达 2 时 ,得 出 4 妾 9。 同样 ,分 
] 
Wy UN 1 Ty CP qx) AL- 于 zy- 地 |= — buy, 


(36. 11) 
当 wy 时 , 可知 B 宇 0， 然后 在 (36.4") 上 上 和 屁 以 全， 将 如 用 工 . 
NW 一 1 相 加 , 江 庶 一 下 (36.6) , (36.10) , (36.11) ,期 得 到 


~ —1 一 1 
之 (Wn Un) Th 人 qn 二 A 二 + Bis =0. (386 .12) 


在 这 时 如 有 果 maax Ki， 9 一 323， 癌 4 苦 0, B 宇 0, 再 有 g 宪 0， 
所 以 (36.12) 左边 的 各 项 是 宇 0, 因而 必须 是 雳 。 根 据 轨 和 一 希 
(0 大 mn 等 不- 下， 可 知 如 和 拓 C (常数 ) ,如果 C0, 则 二 0， A4= 有 B 
一 0， 及 由 (886.10)., (86.11) 如 果 4=B=0, gj 一 gx-1 一 0,， 则 
1 一 Ta 一 人 所 以 除了 

0,=0 ln), TI 一 厅 一 总 (38 .13) 
的 情形 以 计 , 包 壮 0. 


权 四 人 
中 
的 


。 -1 一 站 IT 二 -ma 一 - r = 
ET 


hr Fe 1 nr fr NT 一 中 一 一 一 下 
ny PT 


”上 ma 一， 一 Ta rb - 时 
a 
本 = =- La 


Ei rr 一 Te 


118 请 8 于 廊 寞 值 闸 题 放 蒜 分 法 近 从 和 法 

天 吴斌 壕 半 136.13) 的 请 地 下 ， (30. 直 ， [这 村 在 时 8， 8 了 
这 和 什 。 

般 丘 商 瑜 村 ] (036.2)， (36.3) 用 33. 如 的 学 态 近 要 壬 时 ; 筷 的 解 风 征 二 
Pteo F000, (32.0, oT 

B12) (~ 全 gx) aguad (nsN—1y, (36.14) 

由 这 修成 子 利 ] 区 = 一 0 可 了 导 同 二 0, 在 566 让 上 上 上 潍 有 下 一 【并 有 一] 玉 2 全 
然后 职 各 ; 利 | 焉 面 同 样 y 二 得 岂 


pe 
再 假 证 hq 二 12(1 三 nN 一 1)， 用 前 闻 贡 事 的 必 法 ， 太 和 6, 三 0, 
3) 考虑 椭 加 型 微分 算 了 于 
Lrw] = 一 A430 5 赴 万 - 且 十 再 5 Ou _ou (36.15) 


Br oy 
揭 边 界 值 间 题 
Ll=7, Yluisu n=, (36 .16 . 
假 裔 其 中 4，C DD, 五 , 9 是 定义 丰 G ( 右 界 ) 的 责 数 ,并 县 
4>>0， CO0，v 基 0. (86.17) 


了 度 磺 二 mn 十 9 天 十 3 有 为 格子 点 的 下 万 形 稽 子 , 击 下 曾 的 督 换 : 


下 人 a 2 ， 


Br ~ (Wm +1, — 2uor nt Wn,n) i 
作 荆 [w] 的 近 伺 算 子 玉 ， 
他 
Br2 (4 十 CT 十 全 小 2, B90 二 名 刀 ， 


BW A 


A 


(36 .18) 
用 本 应 nn 一 mB 一 BLP (0 三 i 硅 二 则 得 到 


3 适 撑 性， 各 证 性 11 和 9 
bn [ea FS Bltlm 后 二 ,性 十 b | wr 此 十 工 十 B 全 及 
二 加 ET 一 上 (368.19) 
近 贷 边界 值 问题 总 FE = 方 , 各 | 可 一 2 的 入 是 否 李 在 ,需要 研究 从 
fn 二 0， gn 三 0 是 审 能 导出 入 过 0， 因此 ,上 泡 讨 明 下 面 的 3[ 理 。 
Bl 理 党 有 :36.17) 和 | 4 六 | 达 24，|8 吾 | 到 20， 则 满足 站 Fe] 
一 0 的 任 基 各 在 寻 的 内 部 6 上 站 不 能 疏 正 的 最 天 伸 , 也 不 能 
联 质 的 缀 小 仁 。 世 人 宇和 常数 时 了 跌 外 。 
耳 明 ” 若 用 一 tw 代替 三 , 则 关于 各 的 最 小 值 回 题 就 挛 为 关于 正 的 最 大 
盾 附 题 。 因 而 只 考 下 第 一 种 精 疯 束 可 以 。 现在 用 四 访 法 证 明 。 融 心 不 是 党 
数 ， 在 6 上 取 正 的 最 大 值 好。 这 时 疙 能 找到 一 个 所 PonnE 人 使 坦 (Pnn) 
二 并， 且 和 在 Pa 的 四 个 捞 偿 点 中 ,至 少 存 在 筷 一 个 点 ; 使 在 这 点 上 的 几 值 比 


相 小 ( 香 则 雹 三洲 )。 由 (36.18) 得 
Bo = Bil} 十 - 十 五 (48 十 Bui) + Ri 


为 一 方面 ,根据 号 人 兰 0 的 假如 ,所 玉 
BL m,n i —hgn sO, 


这 冬 ; 得 可 [jn 二 0; 粗 这 种 下 Li 一 0 是 季 盾 的 (让 毕 ) 

上 面 的 引 理 是 说 , 若是 太 b] 二 0, 那 末 | 岂 | 的 最 天 值 在 上 
达到 。 吏 在 因为 在 Ts. 上 罗兰 0， 所 以 可 得 到 所 求 的 精 果 专 三 0 (在 
GG 上 )。 

一 般 椭 图 型 微分 方程 边界 值 问题 的 近 位 边界 值 半 题解 的 存在 
性 ,大 多 数 归 生 为 集 别 那样 定 符号 的 2 次 型 讨论 ,或 者 象 3) 那样 
用 最 大 值 原理 来 妹 明 。 

二 是 ”内 用 3 的 戎 证 方法 指 负 660.41 036.60 的 钟 是 存在 的 。 


§ 37 适 定 性 ,稳定 性 


考 程 边界 值 国 是 的 解 W? 这 个 且 晤 不 殉 在 应 用 上 或 活 在 理论 上 宛 
是 入 王权 的 。 在 计 前 过 个 收 化 性 于 组 时 可 不 假定 微分 六 程 解 的 


下 二 ee ~ EP -a py 
= 二 Pr me ere ， 本 i 贡 hi ri FE 证 和 
- ie - 
“ = 7 2 
和 ， L 


A 
到 


Nr 
™ . EE 


120 : 第 或” 流 界 汗 洁 题 的 关 娘 法 近 们 诅 法 
存在 , 而 朋友 过 来 也 可 用 到 用 声 的 收 伏 人寿 玉 证 昌 名 和 位 在 的 上 万 灶 。 
但 在 本 书 中 ,出 于 从 应 用 数学 的 日 的 出 发 , 了 限于 篇 幅 , 在 帮 输 上 收 
化 狂 时 , 总 先 腿 定 微分 方程 的 解 是 存在 的 。 下 面 研 究 收 伏 性 国 题 
侈 让 心 “ 适 定 ” 的 概念 。 引 于 这 个 概念 的 直入， 不但 郁 妨 使 仁 述 
副 一 ， 而 瑟 疡 得 到 的 结果 ， 允 于 下 一 章 的 初 姑 什 加 题 也 具有 有 一般 
性 。 
男 外 $26,833 所 壕 的 内 容 , 是 本 市 计 栓 所 需要 的 准备 知识， 
关 此 ,在 那里 所 有 的 概念 、 记 续 , 假 设 等 在 此 了 照 提 使 用 。 
2) 适 定 的 定 久 ” 壮 让 差分 方程 的 边 异 做 问题 
br La) = fs, (It) 
rT] = ne 二 (IV) 


如 果 对 于 充分 小 的 总 《TID ,QV) 的 解 4, 圭 于 任 窟 的 所 &E 珊 ， 


pn 万 m 都 存在 ,而 且 对 于 疡 ,yi 连 精 依赖 时 ( 灾 于 如 一 改 ) II) 
(1) 称 为 透 定 tcorrect) 介 。 部 
定义 1 满足 下 面条 件 信 , (i) 时 , (D1) , (IV) 称 为 适 定 。 
(i ) 存在 短 某 个 和 >0, 当 0< <i 时 , 解 砍 私 T 对 于 任意 
的 fA 和 看 1 让 人 花 。 
(ii) 戏 王 任意 的 se>0, 存在 桨 满足 下 面条 件 扎 不 依 最 巴 4 
的 正 数 旨 , 
uaEUs, Bfemi=fi, Tlud == wn 
Tre PED 
wa EU bi = fi, rui = Pn, FEF,, PE 
fa fle 6, ons— gules Qs),. (37.D 
当 人 < 有 过 ho 时 
a ~ ,<8, (87.2) 
泾 起 ”正确 的 向 ， 当 提 到 适 定 时 ， 必 须 指 出 格 尘 点 画 数 的 集 食 ,了 F;， 
和 和 让 由 证 六 了 鸭 花 数 。 实 味 芋 对 于 周一 个 蕴 题 来 堆 ， 罩 于 范 数 的 规 尝 不 同 ， 


5 


hr 


min 


Ui 


- hj 


$$ 37 讶 定 性 ,被 定性 121 
有 了 时 征 适 定 的 ， 有 时 不 息 适 定 的 。 所 纺 在 作 理 县 休 竟 题 时 ， 要 程 据 染 用 的 欧 
数 梨 合 : 苑 数 求 大 证 (837 .1 037 .2 的 某 件 。 

行 和 是 粒 性 的 , 扫 我 们 下 和 那样 ,可 纺 性 和 和 行 掉 性 是 等 协 
的 星 。 因 而 当 蕉 性 灶 , 定 沈 中 的 条 全 (让 可 以 用 下 面 的 心间 求 代 
衣 : ” 

(i 当日 < 天 ti 时 ,存在 痊 不 依赖 于 总 的 常数 入 ,WW,, 使得 
下 式 股 入 : 


odo, ENE > Nil gn) eo (87.8) 


绸 考 ， 加 时 他 有 和民 ， b,, Th 条 可 愧 : ， 引 衣 应 用 百 限 个 元 的 共 和 己方 
程 粗 的 理 葵 ,在 1; .3 中 合 访 =0，pnrsD 可 得 饮 一 0， 所 到 的 (二) 
世 可 以 导 册 症 ， 另 外 :从 司 7 .3 可 以 知道 , 对 于 妖 性 冉 题 ,可 以 使 
条 件 (i) 中 的 了， Pi, Wy 为 第 ,也 就 是 订 ， | Fal rs, <, | ni 
时 ， lb < a. 
酌 1 微分 方程 的 这 界 (初始 ) 慎 问题 
WR = 0)=p 
0 为 格子 点 时 , 萎 的 近似 方程 为 
ua = CW nf, ‘二 0， 1, " | 
Ph Lt 一 一 也 村 Wi 一 Hin 4 =r) 到 
如 果 GF 是 含 于 0 三 zw 三 1 中 糙 子 点 的 集合 , 的 范围 可 和 以 由 0 三 嘎 三 1 来 确 
证 。 那 末 437 .4 和 的 解 很 明星 是 


{37 .4) 


Wn 二 十 全 天 (37.65) 


国 而 ,好 时 |w| =5, nax fa 由 8 硅 1; 得 | 
< 站， 根据 上 商 的 车 果 ， 埠 Br 让 是 定 习 在 全 上 的 所 有 辆 数 抹 合 , 对 是 定 
义 在 {aox 的 所 有 攻 数 弦 人 台 : 若 范 数 取 艳 对 得 的 最 大 香 , 可 得 出 437 .由 脖 适 
底 的 。 

若 他 是 洁 在 站 直线 上 zs 上 的 格子 点 , 范 数 不 变 , 那 林 上 37.4) 就 不 是 着 


各 ” 兰 泛 丽 知 析 遇 有 有 一般 十 法 , 八 兰 本 从 - 攻 的 & 证 国 寻 本 ?定理 1 二 .5 台 JIDTCD 有 HI 
J -opmIen B. 用. 斌 亩 下 性 策划 ?有 中 译本 )。 谭 者 广 J 


Mi ， 可 和 ll 了 2 ~ = 1 ~ mm - 到 
.Te re TT 


= 到 


™ | 
2 


br, i 


= Er 
国 

嘲 

pa bb 


时 ， = rr bd HH Fm i Th a eT rt 
于 "tr Pr 中 a re a 
” ， 四 en re re 1 
。 了 ~ ,hh -i He 时 wi 了 1 网 
四 I= 局 ua pF 
- 四 


3 
rub ~ = 
a 
本 


122 铝 后 应 还 界 这 问题 的 准 妇 法 近似 解法 
让 的。 例如 当 六 二 二 由 (7.6) 可 和 久 , 一 冲 二 二 ,出 就 是 声 = 二 十 4 当 W0 
上， Wi 品 ，、 可 是 ;小 内 六 1 wr | 的 汉 六 下 开 为 


r AF 
hale =max 3 


当 和 [ss<5, |91os<3 时 ,可 得 eal <3; 这 时 (37.4) 是 适 定 的 。 
证。 Il 果 肖 指出 确 和 4 的 条 人 性; 所 可 以 克成 是 定 多 在 售 . 上 的 有 所 上 有 
网 数 俩 合 。 关 于 Uh, Qi, 也 是 一 样 。 

3) 稳定 性 的 定义 ”和 迁 定 概念 相近 的 概念 是 下 面 的 稳定 性 
概念 。 关 于 稳定 性 ,将 在 下 党 时 论 初 始 什 问题 时 具体 讨论 ,在 这 里 
只 是 作为 适 定 的 补助 概念 引入 ， 

沙 (ID) , (IV) 的 解 使 边界 条 件 的 右边 griti=1, 2, …, 8) 固 
定时 , 连 矿 傅 结 于 差分 方程 右边 的 态 { 基 于 太一 至) ,有 (ID ,人 TV) 
吓 作 关于 方程 是 稳定 的 。 下 者 只 考 甩 (TV) 的 某 用 个 ,使 另外 的 边 


办 条 件 和 方 释 的 右边 圈定 上 时 ,车 (GD)，GY) 的 解 巡 秆 依赖 于 不 因 : 
宁 网 边 漠 条 件 ( 对 于 一 至 ), 划 ED , 《I 好 作 关 于 后 省 ( 寿 边 不 


固定 ) 按 办 条 性 是 稳定 的 。 邵 

定义 2 下 面条 件 个 ,人 (让 成 立时，(111) ,0Y) 关于 方程 是 稳 
定 的 。 

Ki 有 定 史 了 工 中 的 (i) 相同 。 

《和 主 ) 在 定 禄 1 二 (ii) 中 ; 当 六 时 Pm =l1, 2, ys 8) 时 ,如果 
| 六 一 六 和 < 人， 玻 普 | 加 一 如 | [hE 

定义 3 家 了 是 I 一 全, 2,…, 3} 的 任意 非 空 子 集合 (例如 
T= {9}, 1 硅 p 三 3) ， 当 下 面条 件 他 , (让 成 查 时 ; 剧 {D ,CW) 古 
作 关 于 边界 条 件 

和 it = wn, SEI! (87 .6 

是 稳定 的 。 

(i) 和 定义 4 中 的 全 相同 。 

证 ) 在 定 久 的 (说) 中 ， 当 雇 一 所 Bw 一 pu(tEI- 了 I 了) 时 ， 


~ 


用 四 ” 
mn 
[i 
r 
" 
1 


和 关于 破 诺 性 , 避 益 估计 的 定理 133 


如果 pn pal ETD, 则 成 站 一 吕 | 8. 
奏 吕 ,各 是 线性 本， 和 适 定 的 拓 形 一 性 , 连 粮 性 可 用 有 界 性 来 
代办 。 即 在 解 丰 存 在 的 假 识 下 ,定名 2, 3 分 别 归 精 为 下 面 的 间 题 。 
i 所 请 关于 万 程 是 稳定 的 ,是 指 对 于 
al =fs, rnd =0 Ci- 1, 2 3) 
的 解 ,存在 在 使 
Ea jr, EN Fr, (87 .7) 
息 立 而 不依 灯 于 加 ,大 0 一 天 二 ji 的 常数 克 ， 
(ii 所 词 关于 边界 条 件 (87. 是 稳定 购 , 是 指 对 于 
by Lua} : 0 ， 
1 j=0 GET- rant] = gm EDN 
的 解 , 存 在 荐 使 
en mm 皇 这 | Nganle, (37 .8) 


成 立 面 不 依 匮 于 码 , 及 OO 及 之 J 和 0) 的 常数 入 (EET')， 
车 4HJ ,和 通 定 , 不 奏 关 于 方 答 或 者 边界 条 件 都 是 稳定 的 。 
民 之 ,如 果 上， 是 入 性 时 思 正 确 。 部 | 
定理 1 车 六 mi 性 一 工 23,…, 3) 是 灯 忻 , (11)，(IVY) 关 于 方 


程 或 者 关于 每 个 边界 条 件 都 是 稳定 的 , 刚 QIHD ，(IV) 是 适 定 的 。*， 


铬 彬 的 证 明 , 杖 者 可 月 行 练习 。 在 线性 时 ， 具 查考 坏 (1TD (I 让 的 解 是 
使 慷 程 为 弄 次 时 的 解 和 使 边 蜡 乱 全 为 弄 次 时 的 解 的 选 合 。 由 (37.7)，(37.8) 
圣 册 (37.3}, | 


$$ 38 关于 收 若 性 , 语 甘 入 寻 的 定 香 
根据 微分 方程 边界 值 问 圳 (DD,， {I7) 
了 fF, 0 
Yi = t=, 2,.…, 8) (HL) 


FE 


下 1 四 “ » 请 b 
= >- , 1 由 i 1 | 1 a 
- Er 一 
人 
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"7 * i 一 让 汪汪 了 站 rs Ee ee: J 中 eh 
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工人 第 5 检 ” 油 界 灶 问 题 的 益 尽 法 近似 诗 法 
的 解 各 宇 的 近 人 边 界 伞 时 斤 
bn [ead 一 -了 IIT) 
ni [ts | —: :Lo {二 1， PA $) (CIV) 


的 解 的 关系 ,下 而 定理 粮 出 了 差分 法 的 近似 解读 的 理喻 根据 。 

定理 工 若 湖 足下 面 的 荣 体 (~ Rh30 时 ,UD, (IV) 
的 解 各 收 敏 村 (WD) ，WD 的 解 w， 气 

| — a6 | 7, —>0, (8388. 1) 

(i 存在 (DD) ，(ID 的 艇 wwEU, 

‘二 ) 在 UU 中 ,根据 $28,§ 33 的 定义 , (IID)， (2 分 别 是 (5 ， 
UL 的 近 侯 方程 ,近似 边界 条 件 。 

i 洋 于 Ur，(IID, {IWVW) 是 适 定 的 。 

得 品 , Us 和 其 他 必要 的 画 数 族 ， 也 及 在 这 些 研 数 族 上 定 六 的 
范 娄 ,都 满足 § 28, § 83 的 假设 。 

旺 归 总 [pin 一 gn [i = 了 ， ri [za] == gu。 一 市 面 在 格子 
所 处 ， 育 了 一 总 Bi 一 卫 [， 另 外 grr 王 [y[]iw， 分 < 为 之 各， 由 
(让 ) 的 假 识 , 当 衣 一 0 时 

j 一 一 中 [加 一 王 [ 辐 一 0 (关于 上 5)， 
pi 一 Pri= rns — Fyfe] le>0 (基于 5s,,). 
因此 ,充分 小 时 ,在 (37. 了 中 的 5, 有 
上 一 用 普天， pa — Pls, < 
自荐 定 的 假发 ,得 
| 一 包 | 天， 涛 毕 ) 

取 ”如 有 果 丸 ,， ?m6 一 1，2,…, 8) 是 入 人 性, (IV) 的 边界 条 件 中 
关于 ?一 8 十 8 基 (ID 的 边界 条 件 的 准确 近似 时 , 则 定理 工 
的 条 件 (ii) ,可 以 用 (i 站)“ 美 于 方程 和 征 个 边界 条 件 (i=1,3,…,p)， 
CD (TY) 部 是 稳定 的 "来 代 杰 。 

关于 让 关 的 估计 ,有 下 面 的 定理 。 


_ 
-~ 
™ Me 
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§ 88 关于 收 笋 性 , 观 盖 佑 寻 的 定理 125 
定理 2 在 定理 工 的 假 访 外 ,起 ?ntl 三 i 壬 8) 是 楼 性 的 。 阁 
DD)，(LY) 对 于 (DtjDD 的 近 伺 论 剖 是 x 时, 出 


| | MN MN;), (38.9) 
t+ 三 1 
tH tp NN, NN 证 (37 .8) 中 的 该 狐 ， NM, Ni J 证 (28. 和 4) 3 (33.6) 二 


的 弟 数 。 
配 明 设 纪 一 ww 一 由 政和 = 了 一 三 [加 ， 知 
Go] 一 了 一 一 元 ably, 
六 上 册 


知 


Palita) = Lord = [yi Ld Es 


Talvad = Ep rl = [yd lm ra ts]. 
所 只 从 (28.4)，(33. 全 ,可 得 
I bed fs, rbon] ls ERM. 

由 上面 的 不 等 式 和 和 (37.3) 中 的 i 所 ;5s 分 别 换 为 加， 天 ， 
Ho 的 趟 等 式 , 就 可 得 出 (38.,3). ‘证 上 毕 ) 

站 果 知 道 了 不 等 式 188 .2 契 边 的 常数 ,就 焙 出 了 观 荐 4 一 饮 的 
界限 ， 训 是 一 般 在 实际 上 ,以 ， 形 , 部 是 未 知 解 4 的 囊 醒 微 夭 上 
界 , 洲 是 不 能 解 出 诛 束 的 边界 全 问题 时 ( 邵 果 能 解 出 时 , 不 必用 着 
分 法 近似 ) , 它 的 值 是 很 难 估计 的 。 在 实际 应 用 上 , 大 多 数 是 代替 


的 高 阶 微 高 ,来 着 察 对 应 于 着 分 方程 解 志 的 关 分 宙 , 俩 计 必 ,人 拉 ， 


的 值 。 这 样 所 得 到 的 估计 式 ,至 少 是 没有 理论 根据 的 。 但 是 ,车 所 
求 的 解 是 充分 光滑 ,只 要 知道 下， HH, 是 存在 的 , 慰 盖 中 大 的 珊 就 
可 以 从 (88.2) 来 币 定 。 

渗 ”由 定理 1 可知， 反 过 来 对 于 (了,， (01) 的 解 4, 下 面 定理 是 成 立 的 。 


证明 俯 陪 。 
定理 总 关于 线性 语 工 , Fy ny Yi 在 和 和 汗 理 1 相同 的 条 性 下 ;成 下 


i 有 ， 
lss Nehe, (38.3) 


所 


ee 


J 机 
四 [| _ 。 加 


a 


和 
Ju 

= 

四 了 


一 =- =- Dn, | = lo 
! re Te 了 9 CT a 
A ' TE PET Bt te 
四 1 1 ， = 和 了 r _ ， me i = 4 1 re - we . 于 - rm "= .es 1 -3 b 
四 1 [ 
“ 1 四 了 。 。 - 1 = Te mr ~"! 四 
1 
_ 上 


126 第 # 癌 ”边界 值 问题 的 盖 娘 社 近 似 解 法 


并 中 冯 ,， Ni 是 [37.3) 中 的 常数 。 

定理 4 刘 于 <, CW, 车 能 驶 作出 满足 党 理 工 的 条 人 心 的 羞 分 右 程 边 失 
值 问题 ,期 ，J1D 的 解 在 三 上 是 唯一 的 。 

A 于 划 果 当天 zi 时 ， 关于 同等 严 搬 ， 
则 CD，《11 的 解 速 税 依 最 于 户 p;:， 妆 边界 值 奖 题 (1)，(11) 是 适 定 的 。 


§ 39 醒 关 的 渐 近 形式 
从 辣 1 例 1 中 的 (ii), 可 以 看 出 强攻 是 二 一 一遍 w 民 一 8) .和 那 
宪 由 前 节 的 定理 2, 是 天 可 以 在 宅 的 假 认 下 ,个 训 瘀 基 
Wa— oh) (hs0), (39.1) 
下 面 定理 就 是 要 解决 这 个 半 题 。 
定理 1 车 满足 下 面 的 条 件 全 4iv)， 则 对 条 件 {ir) 内 定义 
的 区 孝公 ， 当 六 3 时 
| a — 0) 一 如 | 一 0， (39 .2) 
也 就 是 天 “你 一 呈 一 ， 其 中 凡 妈 分 因 是 (1D),，(ID; (11), TY) 
99 解 。 
(i) (ID, (IVY) 是 厅 性 的 。 
‘证 ) 满足 $38 定理 1 的 假设 。 
Kii) 对 于 人， 了 的 解 5 存在 有 
limA*(LEw] hl) 一 由 


lim (Ey ritel) ~ G1, 2, 0 s), 


网关 所 三 六 但 人 39 .3 的 收 项 是 捐 
i bh] [0 ) mw lr >0, 
i Ey] J rd] } 一 [hd ly, 0., 
Giv) 在 在 闪避 本 可 的 L[w]== 囊 ,yw] 一 各 (6=1, 2,…, 3) 
和 其 E 6. 


(89.3) 


Fr 


er 


Ts 


9 误 荐 的 并 了 近 形式 137 


征明 总 和 if] 一 六 YE 一 御 D 由 《39.3) 合 
hf) = ta hp Tu) = Cydsit ea 
( 共 中 pn 二 上 pn; f= 2 当 0 时 
esi, Hants0 C=1, 2, .8), 
另 一 方面 ;由 EC 有 近似 隆 的 定 浆 , 坑 | 
lw tA rp] Lit Ba 
用 当 8-=>0 时 ， 
B00 Hiilo—>d C=1, 2 '"*, 3), 
因 i 是 禾 性 和 的 ;所 上 以 
bh) w= = 
同样 可 得 : 
rfh-* CW — 0) — 1 ] = Ba (f=L; 2, .0 8), 
由 于 当 玉 0 时 , 上面 和 省 式 的 右边 超 于 老 ; 所 以 根据 送 定 的 和 食 这, 有 和 "Qt 一 中) 
— Ww 0 《证 地 ) 
渡 基 1 一 般若 4 充分 光滑 ,* 是 io 的 近似 度 时 ,通常 荣 件 旭 训 7 
是 成 间 的 。i 节 页 的 严密 形式 如 果 不 求 凡是 很 难得 到 和 的。 但 车 已 知 女 求 
ws Vi 可 将 各 [ 和 ?nC 按 Taxlor 展开 式 展开 为 的 和 裔 数 就 可 以 得 到 。 
例 工 荆 讽 工 的 140 中 ;= 地， 因 讽 
wu] = thi Ort teh) = 1 2, 
斯 以 车 一 2 天 下 -人 [本 一 中 [让 入 二 一 二 团 业 二 一 和 逐 国 为 边 异 季 件 的 近 殷 
是 准 箭 的 ， 所 以 岂 一 0. 仙 是 工 [四 三 妈 一 一 2 人 (人; 王 4 了) 二 0 的 解 ， 所 以 
w= wy), 
注 匡 在 定理 1 的 条 件 下 ， 马克 指 出 了 《39.1 的 名 的 基 在 性 ,很 明 受 ， 
妈 也 是 不 依 顿 于 请 的 。 这 个 事实 在 实际 应 用 上 人 梨 下 面 那 样 来 利用 。 译 先 对 
于 二 肌 时 解 江 似 边 界 什 癌 题 ; 得 到 和 解 Wi, 三 WW， 共 六 将 榨 子 施 机 ;这 天 = 本， 
解 方 程 得 好 , 三 所 ， 命 且 二 Chatc 二 1， 再 候 访 Gi,y 利用 定理 + 的 奖 果 ， 
可 得 . 
外 | == 朵 十 凡 Y 如 十 OCT 二 六 十 用 凡 十 GCs)，。 (39. 4) 
从 这 两 个 臣子 中 消去 wm 印 


ts 一 下 1 


= 十 pn 十 oR) 


因此 得 冯 了 县 有 误 佐 汐 8 和) 的 近 己 条 


oy pe i, mT; En 机 tr 


中 - =- - 
oe, 四 加 bE 一 
5 


- 和 
i28 第 5 于 动 界 储 辕 题 的 差 革 法 近代 解法 
加 Lr 40 BG 
岂 守 a 十 nx 二 本。 » 


如 果 区 于 9， 用 组 作为 #4 的 近 亿 ， 它 的 寞 荐 是, 因为 (39.6) 的 误差 已 
0 所 以 认 谋 玫 的 潮 近 形式 ， 可 以 识 139.5) 是 好 的 近似 值 。 如 果 z= 0， 
stta 和 9 .5) 的 嵌 差 前 是 民 杠 )， 和 根据 强 莱 的 潮 近 形式 ,不 能 断定 它们 的 全 
=- 


§ 和 讨论 收 襄 性 , 醒 盖 的 例子 


1) 更 在 只 就 826, 836 所 处 理 的 Sohrodinger 型 过 党 位 疼 
蛆 , 角 过 例子 衣 明 一 下 加 | 何 将 § 88,§ 39 中 关于 收 化 性 证明 , 喘 差 
估计 等 的 辕 果 ,应 用 在 具体 问题 上 的 方法 。 


考 错 区 间 40, 二 上 的 边 内 值 问 题 - 
sw = (0si1), (40.1) : 
wt0) 一 外 (1 =0, [Cd40 .2) 
其 中 2 了 是 答 定 的 西数 ， 全 
0. (40.3) 
对 于 上 面 问题 的 近 贫 边界 值 间 题 ， 如 果 以 cuntih=1/N, On 
如 ) 为 属 子 点 , 乏 我 们 已 知 那 样 ,可 为 : 芯 


ba [wd = [et Oo Rs ] — Yn 一 六 
wo—ux—0 人 = (zr,), 

考虑 从 40. 和 4) 中 消去 zo wy, 那 末 太 是 表示 将 六 一 1 个 元 的 向 最 I 
{Wis Wa, ', tw 上 对 应 NC 一 1 个 元 的 问世 {fi fx-if 的 变换 
4 青 考 虑 在 {ow; 二 nm 瑟 让 一 下 上 定义 的 所 有 务 数 构成 的 向 最 
有 下 间 可 于 是 可 成 为 如, 至 于 Ui, 在 将 {0, ww， ,…, Www 0} 和 芝 
1 看 作 是 一 - 笠 的 情况 下 ， 仍然 直到 ;:， 在 再 ,中 (从 而 
在 Us, Bs 中 ), 咱 


医 |2=» SY | 天 ah Sl p2 40 后 有 
A | | ] | :fn ( " ) 


性 


"| (40.4) 


4 计 捅 收藏 性 ;通关 交合 子 1989 
定义 | 有 百 的 内 积 C0)3 按 昭 |‖ |; 来 卉 定 。U 作为 满足 (40.2) 
的 充分 光 清 的 任意 夯 数 代 合 ,使 瑟 一 二 [ET 站. 按照 :40.5)， 
性 忆 , 一 中 的 范 数 是 
由。 | 和 号 | 台 
lz 人 -| dx, | 有 一 上 fads. (40.6) 


很 容易 知道 , 对 于 (40.5)，(40.6),§ 28 的 条 件 是 成 立 的。 再 有 ， 
因为 这 界 条 件 的 浊 亿 是 玲 确 的 ,所 详 如 采 能 指出 40. 和 关于 方程 
是 稳定 的 ,由 $838 定理 1 对 ,就 能 够 保证 宅 的 联 代 性 。 这 个 证 明 娶 
从 析 窒 辣 中 对 你 挛 换 工 , 的 性 质 开 始 。 更 在 襄 A 是 用 826 例 2 
定义 的 答 阵 ,期 站 一 如 一 如 0. 和 可 以 号 为 下 面 的 形式 : 

本 《40.7) 
因此 , 阁 指 出 了” 关于 及 是 秆 异 的 ,从 

ea | Fi 
可 以 得 到 所 希 刻 的 千 果 。 
设 b 是 百 ; 的 任意 元 沫 ,由 49; 全 0 香 
CPV, HN CAV, Vn 0 Os A Ys, 


4 的 加 有 值 ,根据 《26.19) 可 知 肯 是 下 的 , 二 其 中 最 大 (和 想 对 值 最 - 


小 ) 的 是 Pi) ， 划 
oR) = — (1 — 008 shy /hs, (40.8) 
生 dp 0h 和 PL VD 一 瞩 面 开 小 于 二 的 正 数 5 一 未 ,在 
0 一 一 io 中， 人 0.8) 的 右边 是 下 的 击 丙 数 ， 所 以 说 二 ) 三 p1 (No). 
因而 合 oo 一 一 Pit 和 o)， 则 50 记 0 反 


(Ty, Vi to iy, vr, (40.9) 
很 容易 知道 , (多 .由 的 意义 是 全 
Vit (40.10) 


最 后 , 涩 0<h< 之 jw 时, 笠 到 了 


对 ”过 者 本 上 书 吉田 耕 千 # 庄 融 寻 析 3 焉 理 1.3,1.6， 


ep 

a 

2 
一 一 
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um da Eco Fl, (40.11) 
于 是 ,根据 8 38 定理 1 条, 2 是 在 


iT ml) 1 0 (>0) 
: 的 海光 下 收 黎 。 
车 WEUCOUO!, 由 (26.6}) 54 
TE ht Mi2, NM =max|wt|, | 
所 以 由 $38 定理 2, 下 年 的 不 等 式 是 遇 辣 的 全 一 
[ils ER N12, (40.,12) 


个 谢 式 【各 ,1 芭 ) ， 当 wo 谷 大 ， 淮 确 多 僵 高 ; 例如 妆 有 加 一 1/2 时， 
00 一 并 一 中 一 和， 因而 


M6. (40.13] 
2) 现在 研究 1) 中 所 处 理 的 问题 ， 在 采用 了 另外 范 数 后 的 情 
形 。 和 作为 瑚 备 知 恋 , 上 先 走 明王 面 的 引 理 。 
Bl 至 1 关于 人 尾音 的 乌 ， 车 4] 三 90, t(0) =.t1) 一 0， 央 
Wa 《wn) 宇 0 OD 三 % 生 六 )， 但 (40. 纺 是 假 族 条 件 。 


豚 明 ”将 好 (oo) 号 为 好 (em)=ty 车 二 三 营 数 ， 居 如 三 0, 所 以 命题 是 ~ 一 
成 下 的 。 著 如 不 是 虞 数 ， 台 用 归 计 法 施 明 。%, 为 甸 时 ， 看 在 著 负 的 最 小 侍 
六 (于 < 二) 青 击 于 tn 不 是 常数 ,所 以 本 在 浦 吓 下 面世 子 的 9: 

中 攻 胡 一 个 二 于 ,了 工 委 有 主人 久 一 < 

全 

aLun d= N+ ~ nh 2 

一 一 和 ai 形 衬 日 

这 如 得 局 了 瑟 Han>0 和 候 珊 是 矛盾 的 。 (证 当 ， 


于 “1 tr | Er a ci mw 中 Hr FE 二 FE- En 站 LT 二 TD "I Pe oe | 
- = Ee Tr ET he ti 本 CH 让 Eh. a | vr b_ = re pe mt “Er 2 | 生 和 Br 人 ol 可 HT Tr 中 人 " 对 
1 1 = ru = 加 本 L - ur 加 T= 
' ~- =-™ ! 和 " =- ™ 1 ” , ”2 a 了 
= 于 - 
” 1 [i 了 


避 理 8 浇 玉 [大 一 | 不 Ba] ,vo 一 Vy 一 ww 一 Wy 一 0, 则 % 主 | 世 | 


(On , B24 = (fa) Uno Hh (en ) n [同样 (40 .3) 基 人 很 识 的 条 
| 性 。 


$40 计 请 收效 性 ;5 晤 具 的 例子 . 131 
征明 曙 根 旋 向 六 [01 三 一 nj, 二 Ley 三 ipj]。， 因而 总 [L3r 十 场 ] 
过 日， 站 [于 一 地] 人 0 和， 所 局 车 将 芋 | 理工 应用 在 由 个 声 十 和 仿 一 Wh 上， 可知 
一 0 站 所 用 格 闻 ， 电线 哇 或 下。 由 此 可 三 接 得 出 中 | 理 的 
和 ;和 论 。 
担 在 再 重 精 督察 一 下 (40,4) ， 了 下 1， 和 和 1) 中 所 取 的 
完全 胡同 ,但 范 数 定 立 为 
jemas ule)|, Timaxl7o1， 


edema wl) | Fs =max: Fen) |. 


如 果 己 , 下 是 由 充分 光滑 的 图 数 租 成 的 ， 央 满足 $28 的 根 惟 。 现 


在 全 
. pr (2) = hfe, (lo)s2, (40.14) 


期 paw EU prtt) 0 (Or1l), | 而且 洒 于 2 次 事 数 ,2 阶 着 分 
商 和 2 阶 徽 商 是 一 样 的 。 所 以 tn lpa] 一 一 fr, 一 foe im 
所 一 | 下 [| 。 因 而 册 引 理 2 和 | 如 振 m， 琴 边 取 最 天 值 , 则 


APE- (40.15) 
由 (40.15}, 上 骨 根据 $38 定理 1 和 邓 , 得 


max wire — Wt | 一口 (A—0), 


这 就 指出 了 一 &， 再 有 你 EC*, 由 (40.15), § 38 定理 2 和 
EE — te], SEAM, Ns—maxiw ttl, 
可 得 
et, SE A968, {40.18) 


。 ”在 形式 上 种 (40.,18) 是 相同 的 。 


向 题 ” 喜 设 明 从 (40.16) 可 以 导 岂 (40.13) 。 
另 姑 , 刘 果 将 了 的 范 数 定 多 为 


| -一 3 | -一 2 My ke) i 
Fe = max pI 8 | ee, nax Ly , 


一 


- 
i mn- 1 1 
| 


了 ri a 


ee 


Pe A TT 
he A 1 
" : 


一 i = 7 中 开 半 Wr Le a 
= 


1 83 音 提 帝 过 界 蓝 阿 题 指 益 红 法 近似 解法 
由 | ps 闭 香 条 | th | r 至 | 姑 ] Fs 这 个 趟 学 式 ， 了 本 推导 出 下 面 
[时 和 估 亲 式 : 


[ei SE 12. (40.17) 
根据 上 bc 的 定名 , (40.17) 祝 明了 有 比 (40.16) 刘 玲 确 的 估计 式 : 
(wm a Ew le) NM 24. {40.18) 


3) 在 傅 微 分 方程 的 边界 值 间 题 中 ，- - 般 地 格子 区 域 久 的 边 
界 并 ,不 在 原来 的 边界 荆 . 上 .， 因 而 对 于 第 一 种 边界 茶 忻 ,近似 边界 
条 性 的 近似 一 般 了 世 是 趟 准确 的 。 所 以 证 基 收 侣 性 时 , 仪 根据 方程 
的 稳定 性 基 不 充分 的 , 同时 也 必需 指 岂 边界 条 件 的 稳定 性 。 下 面 
以 Poisson 方程 的 边界 值 辕 题 作为 例 洒 ,来 说 明 这 个 再 题 。 即 考 看 


ed Sh 
Llu] d= =， ， 
| Bx” Oy J | (40.19) 
Yu] 关中 | 天 六 


但 幅 珊 二 所 贸 碟 的 区 域 是 有 异 的 ， 也 就 是 存在 一 个 正 数 西 使 区 


域 包含 在 疼 入 十 妨 至 入 中 。 现 在 取 4 一 和 3 一 中 确 定 的 正方 形 


烙 子 , 参照 § 30, § 85 的 粘 果 ,其 上 面 边 界 值 则 题 的 近似 边界 值 阅 


题 是 
ba [el = On f, {40.20) 


Tao = | rps, p= Te], (40.21) 
其 中 Os 蚌 用 (30. 四 定义 的 , 将 定义 在 介 的 格 :节点 画 数 移 到 定义 
在 Gh 的 内 部 ;上 的 洲 数 的 着 分 算 于 。 即 $28 中 的 人 变 为 现在 
的 人 HM，[ ]， 是 用 有 85 的 (这 定义 的 。 为 了 说明 (40.20)，(40.34) 
当 沙 数 到 契 对 值 的 最 天 值 时 是 适 定 的 , 和 3 的 情形 一 样 , 作为 玲 
和 尘 知 识 , 提 出 下 面 引 理 。 
引 理 3 对 于 定义 在 护 .上 的 任 辣 场 , 如 果 在 人 上 few] 三 9， 
在 ff 上 多 宇 0, 剧 在 全 上 ww 宇 0. 
它 的 渤 明 方法 和 址 朋 0| 理 2 一 样 。 除 了 三 在 Gh 上 是 常数 放 ; 站 吕 上 
us 不 能 声 负 的 最 小 值 。 这 中 就 襄 明 了 不 能 取 人 各 伞 。 
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引 理 和 4 灶 于 定义 在 全 上 约 任意 声 , 4%， 即兴 在 人 上 妨 [58] 
至 一 | 下 [| ET EG 上 
有 各 与 1 王 3 导 内 可 ! 理 半 的 所 法 ， 和 以 引 理 1 导 油 引 理 2 的 方 革 十 信 一 性 。 
注 “ 上 而 引 苑 所 渤 的 事实 和 满足 4w 兰 0Ciu 三 0) 的 优 ( 劣 ) 调和 画 数 
wz 2) 的 折 谓 “其 小 {大 ) 值 不 理 ? 是 相对 应 的 。 另 外 , 在 实际 上 有 时 将 满足 
二 0 j 兰 0 的 档 了 于 成 长 | 远 场 黎 凡 优 ( 沉 ;调和 材 子 点 国 数 ， 
现在 , 设 如 是 定义 在 侣 十 荆 上 的 充分 光滑 的 企 意 丽 数 , FF, 丰 ， 
DT ， 是 满足 8 23，§ 88 的 条 件 的 画 数 谈 。 例 如 Us 是 由 定 
必 在 Gh 上 上 的 所 有 格子 点 夯 数 姑 构成 的 。 用 画 数 值 榴 对 值 的 最 大 
值 定义 这 些 南 数 族 中 了 的 范 数 ， 为 了 利用 引 理 4 引入 下 面 的 酷 数 : 


pitz, 的 一 | 二 于 fl yp), (40.29) 


ps 县 和 下 面 的 性 中 。 首 上 先 由 于 全: 它 人 二 二， 售 于 加 和 十 3 
生肉 ;所 以 


: pr ln os gr = lal |r (40.23) 
刘 于 二 葡 夯 数 人 一 司 一 人 并 利 了 二 是 相同 的 ,所 以 
Gpsl = mfr | Ll |. (40.24) 


因而 , 5 理科 v3 可 有 雇 闻 别 联 pp， (40.20)，(40,21) 的 解 志 ， 
标 汪 是 


AESEILA (40. 站 ) 
车 开 边 取 基 天 恒 ,可 导出 开 达 证 定 的 予 等 式 
Eun ll ee, S| pn [Fle, /4 。 (40 .28) 


后 而 max lu—u |—>0 th >0), 指出 了 了 一 > 


男 姑 ,对 于 常数 及 1， 半 ,如 果 分 
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| Fw ot de | 1 6G, | [Ly El limba] | 二 竺 衣 于 1 
不 根据 $$ 38 定理 2 和 40.26), 得 涡 并 估计 式 


Hi 宕 | 一 2 要 严 呈 上 H 人 


of , (40 .27) 
属 保 2) 后 什 部 分 那样 ,将 范 数 予 世 若干 变 弄 , 则 可 导出 
一 2 所 #1 十 喇 寺 i ra — 
其 证 明 访 者 可 日 行 练习 ， 
4) 关于 二 阶 非常 季 数 棍 图 型 微分 方程 的 边界 加 题 ,在 本 质 上 上 
可 以 用 各 1,8) 一 样 的 蓟 荡 方法 ， 荆 明 了 的 收 丝 性 。 例如 对 于 
$36, 3) 中 考 窜 的 团 题 


Llul=4 二 全 十 人 于 DD 二 BE qu], 


TT 一 少 ， 

好 果 用 (36.19) 定名 的 及 , 司 其 近 位 过 轩 什 有 间 题 汶 名 [uw] 一 六 
名 | mu 一 Lo] ， 划 在 下 耐 的 条 件 全 ~ (让 下 是 适 定 的 ， 只 而 也 指出 
Ua, 

(i) A 0, C0, 90., 

(六 ) 存 定 痊 全 4 十 C 宇 Wo,， 1 DD 三 Hi， | 太 | 三民 0 的 正常 
dr Ho, Mi, MM,, 

实际 上 上 , 当 遍 充分 小 时 , 对 于 上面 购 媚 , 可 语 明 引 理 4 {大 江 
§ 38 5| 理 ). 

关于 更 高 阶 的 微分 方程 问题 ,例如 dw=f, wn 一 1 弛 一 


等 ， 如果 使 用 § 30, § 38 所 说 的 近似 上 方程, 近代 边界 条 件 ， 可 以 证 
骨 近 供 边 窜 慎 交 题 是 适 定 的 , 近 侗 和解 乌 收 密 于, 

再 有 ,关于 本 贺 型 仿 徽 分 方程 开题 ,一般 趟 限定 只 用 正方 形 格 
地 。 央 或 使 用 长 访 形 格子 , 当 所 有 格子 装 隔 挡 近 于 0 时 ,近似 解 也 


a 


1 
Ti 
昌 


只 
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耽 笋 于 所 求 的 朋 。 例 旭 和 看 一 下 人 的 则 是 ,3 引 理 3, 二 不 用 下 ,而 出 
站 


,To] = 了 Un, 1 Lo Um 1 
hm 0 

定义 的 媚 ,p; 仍然 可 孔 推 得 出 是 碟 闻 的 。 

5) 《40.12),《 提 .18), (0.27) 等 粉 出 的 谈 差 & 一 如 合计 式 ， 包 舍 北 解 
ws 的 商 阶 导数 的 上 界 。 谈 萃 的 估计 式 只 有 站 家 特 环 的 情况 下 , 也 能 得 出 不 售 
有 求知 量 的 形式 。 例 如 六 asow 所 研究 的 在 长 方形 区 域 上 的 Diriehlet 问题 ， 
就 是 这 种 情形 的 一 个 例子 。 这 个 问题 归结 为 边界 全 在 长 方形 的 一 泌 以 外 都 
是 堆 , 并 且 灌 使 近 伍 方程 为 -1OW6=0, 微分 方程 的 解 w 和 近似 解 芒 ; 同时 
可 以 解析 的 用 相似 的 圾 数 形 式 (和 无限 项 , 有 有 限 项 ) 得 出。 然后 比 圾 级 数 的 屁 
数 。 竺 别 当 正方 形 的 过 长 是 4 时 , 舌 革 为 

[i | Eh. 4 , 

在 这 里 , Qs 是 过 界 值 p 的 四 个 西点 上 的 2 阶 导 数 抠 对 人 秆 的 上 界 , 9; 是 的 8 
阶 导数 郁 对 值 在 整个 边界 上 的 上 蜡 。 但 p 的 导数 是 由 僚 点 沿 落 边界 测 得 的 中 
离 求 导 的 。 


4 固有 值 问题 


1) 在 $28 例 2,$§ 32 信也 中 所 次 双 的 于 样 , 痊 分 法 的 近似 解 
法 也 通用 于 国有 值 问题 。 为 了 简章 起 匈 , 在 微分 盼 程 的 闫 有 值 奖 
是 


Liem, Tlel=0 G1,2,.,8) (41.1) 
市 ， L, Ys 是 茜 性 的 ,固有 值 是 
和 半生 下 生 和 所 …， (41.9) 


当 bb 是 车 的 玫 仙 其 分 算 了 于 ， In 一 0 是 [0 多 近 侦 条 性 
时 , 洲 解 差分 方程 的 加 有 值 加 题 

tn lus] = pus, \41 .8) 

信人 (41 .4 和) 

得 出 加 有 住户 三 ps 三 …，; 则 可 以 把 px 酒 镍 荐 入 的 近 位 值 。 但 是 如 
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136 第 5 褒 ” 边 界 秆 问题 的 差分 法 近似 解法 
果 有 界 时 ,固有 值 的 个 数 是 有 限购 。 保 $28 所 说 父 那 样 , (41.8) 
是 在 Gh 上 践 立 的 美 柔 式 ,利用 (和 .4} ,从 i4I. 加 左边 中 , 特 9% 以 
外 的 点 上 交友 肖 南 ,应 全 各 点 的 三 值 沪 元 索 风 向量 下 = {un(P)， 
PEGW, 构 氢 丫 鹿 空间 也; 那 末 , (村 .中 , (41. 和 就 说 为 再, 上 
的 区 性 变换 ( 生 陈 ) Ti 的 固有 人情 机 题 了 。 可 写 为 下 面 的 形式 ， 
人 一 6 三， (41.8) 
例如 $26 例 2 的 起 ,对 于 如 就 是 于 而 所 褒 的 如 。， 因而 固有 
值 ps 的 个 熬 《考虑 重复 度 ) ,只 是 大 于 全 上 点 的 个 数 (G 有 界 )。 
大 多 数 情 部 下 ， 例 是 工 , 当 4, 如 一 ?Os 时， 若 有 0， 可 知 
mAz。 和 但 从 实际 应 用 和 的 且 的 来 看 ， 上 上 租 收 铬 的 速度 一 般 基 笋 得 
的 。 羽 当 边 蜡 的 形式 复 染 , 站 适 于 用 Ritz 方法 的 情况 下 , 固有 值 
湖 题 二 使 用 差分 法 。 


例 1 融 工 为 4 0, 了 分 别 是 正太 形 0<g 记 1 091 的 内 部 和 边界 ， 
用 加 二 m= 二 NN 人生 贡 NN) 确 定 档 子 , 如 果 边 界 条 件 为 &4|rn 二 0， 
则 和 运 似 畏 育 得 问题 是 
hi hn TT Met a dn) — Pn ny 
但 
lmn, EN—1, Wi = Wh Cd] .总 > 
a 
| Wo = Uv 0 p= 0. C41.7) 
这 个 问题 和 微分 方程 时 一 祥 ， 可 用 变量 分 离 来 解 。 印 全 on 二 VCmY Cm)， 
则 甘于 每 个 mw tm, 归 桔 为 26 例 引 的 问题 ,其 粘 果 是 
PT 十 过 FN 一 1),， 
外 p=h-?teos nrB IY naw | 
芳 氏 ;Prt 对 应 的 后 子 点 上 的 国有 孙 数 wD 一 0 sin her sin lxry, 


(4i .8) 


”2) 即使 (和 1.3) 的 在 形式 上 是 潮 称 的 ,也 就 是 当 P, QE G8， 
lt] 存 瑟 外 的 臣子 由， 基于 襄 ( 人 的 系数 和 下 E 在 多 让 的 式 
计 中 , 闫 于 Wh 了) 的 系数 相等 , 伍 江 有 边界 茶 储 (EL.4)，( 绊 .5 的 


~« 


生 - 
A 
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TT, 也 可 能 对 是 对 称 的 。 洪 册 


| 下 1 一 三 ws (41.9) 


全 

定 久 .上 的 范 数 ,内 积 世 相应 的 确定 ， 如果 攻 ; 是 对 称 的 , 则 固有 
值 竟 吓 (41.5) 归 精 为 (Tw 位 ， 玉 ) /| 上 的 变 分 间 题 。 

例 2 Lt l= WT ==. 

取 软 子 2 一 二 = 了 TN 0 三 4 三 Dw 的 近似 考分 算 子 取 其 [Li 
一 一 自 中 50 也 吏 是 洛 用 衣 读 各 62 有 = 在 xX 上 有 Ls 1 二 一 nil 十 2 
一 W417， 如果 近似 演 界 条 性 取 

A (41 .10) 


有 = 而 ;Wi 二 所 -1， 用 这 个 重 杂 从 表示 [LW] 的 式 子 中 请 去 而 ， wy， 则 得 


ni = Ct a Et y= Ca Wy) 3 
所 了 委 对 主 下 = 人 ly Wy 外 各. 后 守 叉 下 的 灾 摸 TT，, 可 用 下 和 面 的 后 
障 洗 示 : 


1 -于 

jz- 了 | 7 
2 

_1 1 


涪 根 据 $34, 取 
一 Stn f- 4 Oa 72 一 站 
作为 刀 约 一 由 的 近 人 全, 用 迁 闪 去 刀 ， 出 
nL) = 2 Wa Bh. 
穴 示 TT 的 生 隧 为 


0 

汉 现在 床 荆 是 4 的 情况 ; 研 神 利用 上 述 率 分 左 理 和 和 竹 分 方程 蛮 分 拱 理 
ee 作 凹 能 答 出 工 的 国有 值 上 于 界 的 益 分 浪 各 固有 值 章 慎 的 构成 十 
不 。 六 了 泣 单 起 虹 ; 绒 工 [ 刀 一 一 4" 二 Xt 作为 例子 可 以 分 和。 忆 区 域 ; 档 子 等 


J 
- | | 
” - "| 和 E 站 六 
Et rh re er 1 


i Yun _ 
La 


sh 


| 


1 = 
= 


让 


了 
= 


” ra 中 Fr = 
宇和 er vr FT tm TET TT mr 
-= - _ 2 2 5 _ aa ， - 站 _ mm Tn 
上 。 ms r = - ， 
1 


加 后 2 
[ ~ 所 一 | =- 一 “ 


2 Ee FE 


4 


_ | 
3 1 


Ci 1 - 
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139 六 日 证 这 腊 秆 站 题 的 诈 汶 法 近似 钥 法 
HE 议 2 相间 ;这 界 秆 和 忻 联 区 0} = Hi 一 和 有 只 老 织 最 小 的 交 有 值 轩 .。 那 末 对 
隆 涝 是 边 蜡 人 条件 的 名 三 9， 和 


-| Hr 本 习 工 
1 4dI .11) 


上 
| Wir | ot 
门 已 


蚤 在 吏 t 人 to 一 4 一 上 症 赂 子 点 ww 上 已 径 葵 凤 。 然 后 作出 站 9 三 x# 兰 上 上 崇 
立 的 央 数 下 人 册 使 得 洗 Ti 主人 Tr |: 
i 一 = 叶 ，" 斑 【并 一 区 一 (n=0, 1, "ns NC—1), 


名 zy 是 连 征 《my ar 的 折 斌 图 象 。 通 过 简章 的 计算 ,可知 
t Nt vo 1 Yl 
| telah 本 dz 直到 t+Habnt， 
用 昔 代替 (条 .11) 电 的 2 区 : 
BF up), he 
i A C41.12) 
371 这 CE 
| 


于 是 确定 《1 夺 n 筷 一 1), 使 左边 为 最 小 的 间 题 , 归 精 为 


* 一 由 十 机 名 一 里 I 一 
H+1 1 一 站 -全 一 ‘(lnEN 1), =Vy=0., 


这 得 到 现在 所 处 理 的 间 题 是 不 同 种 类 的 淹 题 。 介 也 是 一 种 差分 方程 的 辐 
有 有 和 慎 问题 。 间 有 有 秆 p 中 的 最 小 值 如 果 肥 沪 ,天 1 宇 44， 即 对 于 任 窗 的 ,1 
粮 出 了 2 的 上 界 。 关 于 多 元 的 各 = 相 本 质 上 也 可 以 用 同样 的 方法 来 处 
理 。 | 


i 和 数值 和 解法 


对 于 二 个 确定 的 中 解 近 位 边界 值 癌 题 
mjd=f, rill] = pn =1, 2, 1, 3) 
是 代数 的 轩 题 。 这 可 以 应 用 解 方 程 租 的 各 种 方法 解 出 。 特 别 是 在 
粮 性 时 ,用 泻 去 法 ,逐次 代 大 法 最 为 便利。 下 面 箭 单 裔 明 这 此 方法 
的 要 俩 。 
1 滑 去 法 谢 算 中 间 特 某 哮 个 格 巴 点 上 的 w 值 作为 参数 ， 
省 点 上 的 二 用 这些 参数 求 表示 , 报 后 和 形 六 定 这 些 参 数 的 值 。 


于 


2 多 人 休 解法 139 
例 1 Pa 三 骨 - 路 [224 init, = 1 | 二 #4 尘 久 一 1)， 


Hn = Ht 
性 铬 ,二 1 
中 有 
1 Cd2 
现在 食 姑 二 %， 度 复 使 用 (42.1， 刚 # 可 有 开 & 改 示 。 例 如 
一 22 一 奋 十 性 十 关 1 3， 
最 后 精 果 的 形式 是 
时 ,一 二 【42 ,2) 
其 申 4 吾 , 是 传 帮 于 2, qn 态 而 与 a 无 其 的 和 十。 为 了 卖 堪 肥 利 用 
Wy 二 b, 由己 =44y 十 号 \ 冯 可 求 山 。 
在 数值 上 可 按 下 面 末 进行 。 裔 “一 0; 4 一 1, 洛 按 上 面 程序 进行 ， 在 数值 
上 可 求 得 =i 氏 二 1 总,， 其 了 左 用 0 二 三 三 1 000 和 十 OWN 二 确 算 
常 烽 my er， 其 je co aaa 就 是 所 求 鸣 解 。 棚 据 重 选 床 理 ， 外 知 能 这 梓 
作 的 理由 。 
例 23 就 右面 图 形 的 格子 , 解 
he = 
也 是 一 样 的 。 但 油 界 的 格子 上 的 征 已 元 
输出。 
由 严 -3CA 络 一 wor 可 用 它 无 过 格 
子 点 上 的 什 束 共 。 (使 0 Cm 有 ) = Wm 
Ws = di nt 一 后 IT 一 时 中 一 于 — mln tif.ns {42.3) 
于 基 舍 由 1 一 ai 本 4 二 ) 3 一 TY 期 用 边界 值 和 和 a; 8; 了 ， 可 以 从 丘 边 照 次 作 
出 won 的 值 。 共 业 果 的 形式 是 
Mm n= a BrinnB TUpen? + Dm,s} {42 .4) 
ny ss dt 是 可 以 求 册 教 值 的 乱 数 。 ea By 的 值 可 以 通过 右 涡 边 凡 上， 
恒 


yn = 演 蜡 慎 
而 得 出 的 关于 ay 8, ? 的 注 程 粗 求 出 。 当 &=1,), 8=7= 人 让 一 日 j=1, Y= 人 0; 
az 一 有 = 7 一 1; g 二 一 7 一 0; 按 上 面 程序 可 得 四 个 解 wi WW 和 乓 Eh ， 
得 将 人生 个 按 和 为 工 的 系数 述 合 ;并 利用 边界 共性， 容易 定量 纪 w.n。 可 以 才 考 
上 面 的 例子 。 


和 人 - 
EE -1 i 本 四 本 全 了 网 < - 、“”- 
上 1 [9 


人 


- 站 2 “” 
EE 


b 


事 


140 和 二 覃 和 边界 请 周 题 的 美人 苍 法 近似 解法 
2) 逐次 代 人 法 (iteration) 将 所 和 焙 的 划分 万 程 酒 作 是 一 次 
旋 程 租 , 可 进 应 用 5 所 谣 人 多 还 次 代 人 大 尘 术 解 。 例 如 从 注 是 这 和 需 
条 性 铭 适 当 的 Ww 出 发 ,根据 
ui 一， (42.5) 
入 ER] 一 人 有 (42 .6 
可 依次 确定 码 "， 洲 用 (42.5) 能 能 确定 电 后 上 的 谨 ”, 基 在 全 
一 上 的 碟 W 可 通过 解 (42,6) 准 出 。 上 上 储 形 式 的 逐次 代 大 潜 , 要 对 
于 人 十 意 的 个， 万 天 > 的 充分 忆 开 条 件 是 :对 于 所 粹 的 及 , 方程 
hj pu rlvj 0 (=1, ,8) 
所 雇 定 的 尾音 一 个 固有 和 值 P 都 月 1 十 Tp|<1. 另外 可 知 这 时 
max|1 十 TP| 合 小 ,收敛 僵 快 。 例 如 按照 $41 例 二 的 区 域 和 格 于 解 
hu —=f, | 一 


由 
4 ,a kT .oF 
PT phi — (sin: 5 hsin? 3h) (1 二 #, iN 一 1), 
得 
_ 8 8 sosa 亚 8 in? 
有 < 7 SS 5 凡尘 Pp 有 诗 Sin 可 hb. 


.所 以 , 医 0 TE 和 时 下 化。 将 Ni CA， J) 时 为 让 了 ， 到 T= 六 /4， 


则 (42. 国 的 形状 ,如 我 们 所 知 是 
AP = EP E+) — fs. 

_ 仅 从 研究 收敛 性 的 角度 来 论 , ?可 以 是 任意 的 ,但 是 为 了 能 
够 很 快 得 出 好 的 精 果 ,一般 都 是 从 粗 的 格子 所 解 出 的 近似 值 ,用 桥 
值 法 来 构成 。 

(42. 国 形式 的 逐 坎 人 大 ,对 于 普通 的 近似 边界 仁 间 题 , 收 化 是 
楼 慢 的 。 关 于 收 航 吉 快 的 逐 区 代 大 的 形式 ,将 各 种 各 样 的 研究 ,在 
此 不 另 作 塌 明 自 。 


间 可 参 有 la71560 B., 下 TILarerpHRORAER 和 了 PaBEIGITH TaPaEorHTBeKNTEO THAIa 
MeTOADEE CETUDS 中 HSMRTTH3， 1060, 一 书 申 的 第 二 部 从 1 有 中 于 永 1。 一 - 楼 在 注 


第 6 郑 初始 值 阅 题 的 差分 法 近似 解法 


本 章 是 陋 述 答 分 法 在 拖 物 型 ， 驶 曲 型 拔 分 方 帮 的 初 录 人 以 网 题 上 的 度 用 。 
车 将 初 销 牺 件 解释 为 是 以 时 间 #t 为 一 个 日 变量 的 区 域 边 异 . 上 的 边界 条 忻 , 于 
来 前 童 所 导出 的 近似 症 分 方程 ， 近似 边界 条 忻 , 适 定性 ; 稳定 性 疾 丰 本 概念， 
以 芒 收 藏 性 定理 鸳 在 此 照明 通用 。 因 此 基于 这 些 巾 项 , 不 荔 作 只 明 。 我 全 只 
三 具体 例子 中 认为 有 必要 时 才 加 以 复习 。 但 是 和 相 略 型 显著 差异 的 是 适 完 
性 ， 稳 让 姓 受 到 格子 性 硕 的 影响 ， 壳 如 与 格子 并 中 的 比 有 本 质 的 关 委 。 对 于 
极其 直 本 的 初 妨 值 交 黎 , 本 章 将 就 这 个 情况 作 比 较 群 租 的 夕 迹 ， 但 是 对 关于 
半 间 具有 高 阶 导 数 的 微分 方程 ， 以 及 微分 方程 粗 的 初 妨 慎 问题 ; 不 预备 作 涤 
大 的 计 赵 。 


439 圳 备 ,规定 


1) 以 下 为 了 简单 起 兄 , 空间 举 标 只 取 s, 用 i 才 示 时 逆 。 得 
有 以 2 为 变数 的 画 数 写作 4 人 的， 画 数 到 号 中 的 两 个 变数 , 第 
一 个 定 为 丸和 如 对 于 (0, 加 一 pt (0, 4) 一 ps 的 所 着 初始 条 
任 , 应 用 前 章 揭 桔 果 时 ,可 以 认为 是 边界 条 件 的 一 种 。 然 丽 依 照 习 
注 , 今后 称 为 初始 条 件 , 以 便 和 边界 条 任 w(t, 0) 一 gs 区 别 。 对 于 
对 应 的 近似 边界 条 件 , 也 作 向 样 的 规定 。 即 称 “ 近 似 初 始 条 储 “ 对 
差分 方程 的 初始 荣 件 ”。 

2) 格子 总 是 采用 :一 mT, 2 一 m4(m, n 为 整数 )。 不 限定 了 一 


月 有 格子 点 (mr, n 上 ww 的 值 写 作 wm.n， 对 于 的, 五 等 的 定义 


刁 前 章 相 同 , 但 的 交点 于 中 ,1 二 mr 的 格 于 的 爹 体 和 质 全 用 六 np 淖 
示 ; Sn 的 点 称 为 第 1 段 格子 点 。 


3 和 短 似 初始 值 问 题 的 例 了 于 
访 人 是 t0, 0 之 ss 之 1 的 区 咸 , 荆 基 此 边界 ,了 到 训 =1/WN ,于 是 
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Et Erm , 时 -| 本 . ”- 
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] 4 第 6 本 利 姑 逢 问题 的 盖 代 法 近似 解法 
i 
1} 洪 腥 
Or A 
Llu] Be ar 了 了， \44.1) 


HA 人， 个) 一 的， 人 OF po, ut, 1) = alt). (44.21 
近似 初始 条 从 ,近似 边 界 条 件 为 
Uo, — Pi Mn) (On 人 ND), 
peD us (0m) ,| 
这 些 近 催 是 准确 的 。 近 但 (44.1) 的 方程 有 疹 入 。 
(i) BLus] 二 了 ,但 
nlite Con On (一 /a {44.4) 


‘ 糊 看 下 图 ) 


并 44.1 

车 名 充分 范 滑 , 当 g 一 zj7 时 ,出 
加 1 By oo 6 由 a 
[本 hale] =—» 遍 Br 5 A Br) th (5 3 


Fah 
一 百 5 FE) os’), 


击 此 当 ->0, 0 一定 时, 基 知 近 位 认为 2， 丸 车 了 二 0, w 取 作 满 吓 
[wj ~0 的 充分 光滑 的 面 数 ， 则 对 于 o = 十, 可 得 工 [四 一 5 


(44.3) 


一 (00) ,这 是 由 于 从 部 一 了 可 导出 2 一 9 的 入 故 。 圣 


此 o, 按 831 的 辣 灸 可知, 关于 如 在 满 足 微 分 方程 的 栈 数 类 上 的 近 
人 羽 攻 为 寺 . 

[日 bn [3 = 了， 划 Sn 上 如 bn, 旦 得 接 十 m1 各 en 履 示 。 Bll 

ntin= Cn n+ 十 人 二 一 2 jm, Gm 1 Fn (4.5) 


.于 


$ 和 近 亿 和 姑姑 值 距 题 的 例子 143 


外 了 和 to,s 是 作为 初 姑 条 件 和 输出 的 ， 于 是 从 边界 条 件 及 (人 44.B) . 


可 各 项 次 找 出 有心 上 的 六 的 值 。 这 和 样 可 知 (44.8), (44.4) 
末 拥 对 于 尾 攻 的 pi 避 工 3 8 了 是 只 一 存在 的 。 一 般 地 , 震 从 
[ee 一 于 能 将 总 mw 上 的 种 用 下 面 各 慢 局 训 -4 向 下 -2 Sm 下 榴 
Wa 表示 上 时， 期 其 佐 分 方程 称 为 显 (expliei 轨 的 ,否则 称 为 隐 npli- 
cii 的 。 解 显 的 证 分 方程 是 极 容 易 的 。 


(ii) bE] 一 下; 但 
by jr = (Phy, . 下 的 一 了 . 1 一 (tn ,fi Dl, J 


于 2 a1) i hs, (44 .人 图 44.32 
{ 浴 罩 图 类 .2 介 了 一 1， 落 当 并 0 有 ce 一 定 , 有 近似 度 为 8 
因 (44. 是 隐 的 方程 ,车 能 求 出 5S,_s: 上 的 训 了 时 ， 划 有 上 的 霹 ， 
可 入 通 过 解 基 于 芯 了 的 差分 万 程 
人 ao 于 全 一 2 一 一 六 
求 出 。 但 tm,0 一 zmT) tr 一 gs) 在 作 是 边界 条 件 。 然 后 由 
§ 36 的 2) 可 知 wm,n 唯一 地 确定 。 这 是 因为 那里 的 9， 7 相当 于 
T/T0, — fn malT, 
(i 于， 但 8 只 作用 于 wm， 
Gad] a im nn Un) To— CO Pani nt Om,n) /2 (44.7) 


这 和 (连同 是 隐 的 方程 , 解 仍然 是 叭 一 存在 , 其 
Tit 理由 与 (出 时 相同 。 


图 竹 .3 (Civ) By] ==f, 但 
ba [ei = mn Oo m1) 下 一 mn ti Dm tn) /3, 
(44.8) 
《和 .5 是 显 的 矿 程 的 一 种 ,但 是 为 了 六 和 广 。 上 
的 但 ,必须 知道 Swi Sm_s 两 段 上 的 值 。 初 
始 值 仅 熔 出 了 Soe 上 的 值 , 所 忌 有 下 的 值 质 
出 人 ~ 《证 ) 的 任何 一 个 广 渤 求 纠 ,然后 几 图 .4 
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] 44 第 6 章 翻 交 和 读 疝 古 的 凑 芬 尘 近 似 解 社 
(44,8) 求 以 后 各 段 的 位。 
2) Lr = Ef, (44.9) 
wn, 化 ) -PIET) 7 ou{0, £) ‘Of = palt) 了 (44.10) 
ult, 0) ~ patt), Wt, LT) = pit), (44.11) 
4. 纯 的 近 亿 方程 取 
(rmt, 二 1 ,下 一 (Un nt1 ~ tm 
+ Wn ) hs = fm, (44.12) 


全 一 Tj/ 访 ， 当 h30 时 车 ?7 一定, 若 上 式 的 近似 认为 2, 出 (44.12), 
mtin 加 用 六 am 六 mn- 上 的 丸 表 看 。 妈 ,和 4.12) 
交 屎 的 方程 。 
初始 条 件 用 ts 一 gain 有 (ts 一 Wo /3 
图 44.5 = gs 近 侦 ， 由 于 tw 一 p10WR) 二 Ts lm) ， 所 
以 由 初始 条 件 可 定 出 So, S1 上 的 值 。 然后 根据 (44.12) 和 边 四 条 
件 
timo—= pamT), Um w= PamT), 
咀 灰 的 可 以 求 出 点，， Ss,，… 上 的 值 。 
注 1 在 不 是 有 界 的 区 域 上 所 定义 的 况 数 称 为 充分 光滑 时 ,包含 着 丽 数 
本 上 行 及 和 下 的 各 阶 导 数 有 界 。 


注 上 面 的 范 数 取 的 是 曾 数 值 的 移 对 值 的 最 天 值 ; 今后 闪 于 范 数 如 果 
没有 特别 襄 阴 ,前 是 指 这 样 的 解释 。 


§ 9 从 本 收 航 性 的 例子 


对 于 初始 值 闫 题 , 形式 上 同一 的 近似 其 分 方程 , 近似 初始 条 
件 , 册 于 格子 间隔 六 + 之 问 的 为 z>0 的 相互 关 系 ,可 以 使 着 分 太 
程 有 时 具有 送 定 性 及 稳定 性 ,而 有 了 时 不 是 那样 。 因 此 ,为 了 保 诅 宪 
的 收 优 ,及 ,之 辣 必 须 符 与 适当 的 条 件 。 有 关 这 方面 的 一 般 研 究 ， 
留 在 以 后 进行 。 在 此 仪 就 波动 方程 为 出 , 襄 明 如 下 。 
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将 第 平面 { 宇 0， -co<z 二 十 co 的 初始 值 则 题 
Pw 8U 


yi] 0 2) = pit), yal uO, w=- palm), (46,2) 
用 下 面 下 分 廊 君 近似; 
ba ad = (tn 一 2 十 2 Ta 一 (tn 一 20bn 
Timon 7 一 六 {nn = mr, nh), 《个 .3 
友 
Le] = = PIR) ,ra Ly] 三 (U1,n — Uo, #) /T= Pal ni), 
【45 .4) 
分 ?一 Tj/ 玉 ， 当 有 30 时 , ?为 一 定 。 若 (46, 匀 ， (5. 名 的 解 纪 包 合 
I 加 而 充分 光 请 ， 可 以 知道 在 尾 痊 点 上 使 刀 ->4w 的 充 要 条 件 是 
过 1， 这 个 事实 这 里 不 作 址 明 。 可 是 根 据 下 面 的 考察 , 可 以 理解 
车 7>1 了 时, 上面 的 收 敲 性 是 不 能 得 到 的 。 至 于 + 二 1 的 情形 后 面 
并 齐 加 以 话 咽 。 开 (465.4)， 
tn, — PL) ,1 二 下 六 在) ， 45 .5) 
所 以 能 定 出 So, S11 上 的 侣 箱 。 著 就 如 rn 解 (45.3) , 则 象 已 知 的 
那样 , Se 上 的 铝 值 ,可 随 着 3。 li， Sm_s 上 的 3 的 确定 而 定 出 。 
通过 进一步 的 于 戎 ,可 以 知 道 下 面 的 事实 。 合 三 为 任意 格子 点 , 通 


过 上 作 项 座 分 别 为 ”， 一 * 的 两 过 料 , 井 设 让 粮 与 宝 轴 的 交点 分 别 


为 二, BB.， 再 个 使 于 三 角形 
4 5 内 的 Sm 的 点 的 全 体 
为 心 8 ， 沙 给 出 及 8 ,S22 
上 的 专 位 , 则 ia? 上 的 刀 值 
即 避 确定 。 精 果 基 S56”,， S52 
上 的 值 确定 后 ， 即 可 确定 由 
让 上 的 位 (在 这 个 管 义 上 将 


bb, 


wh ' 
we 


到 国王 站 
‘Te a TT - 
Te ” 
= r 性 本 
Lx TE, i 


jh 


a em he = E, uy rer -一 _ Fr 
TT a 


TT 
“0 0 i 


146 第 5 章 和 初 如 人 竺 则 题 的 莽 妇 法 近似 秆 法 


SUSi 称 为 了 关于 (45.3) 的 焦 存 域 ;。 让 于 SS, SI? 上 的 值 
由 ( 拍 . 态 烛 出 ， 以 下 车 将 f 看 作 是 固定 的 ， 划 了 .上 的 ww 的 值 仅 
俯 蒜 于 ArB. 上 的 gi, Wa， 及 因 7 一 定时 如 趋 于 0, 可 知 位 (了 ) 
一 lim wy《P)@ 也 只 依赖 于 4rBr 上 的 p1, 82， 然 而 由 波动 方程 合 
在 域 的 理 给 ， 容 易 知道 4(P) 依赖 于 A1B: 上 的 pg1,， ps， 于是, 洪 
Br 上 的 pi， Ws 的 值 下 变 ,而 将 4 一 二 上 的 gi 3 
改变 时 ， 一 般 能 使 解 4(P) 改 变 ,而 洲 (P} 保 持 不 变 。 可知 w(P) 
一 Wr(P) 一 般 是 不 成 立 的 。 

其 次 , 具体 研究 一 下 7 一 1 的 情形 。 届 下 为 任 党 的 正 数 , 区 域 
规定 为 0 专 t 夺 全, 现 在 改 衣 一 下 存 其 中 的 格子 区 域 0% 上 , (46.8)， 
(45. 作 是 遂 定 的 。 但 范 数 除 | ls,, 以 外 都 取 责 数值 的 想 对 值 的 最 
大 值 。 取 

ose, =max} pa (nb) | 二 mnax | CT DD ) pan) 


与 此 对 应 ,车 取 
Pa) |, —max, wit) | + max| pi (Ww),, 


如 果 i 它 遇 1 与 pi 和 莽 为 有 和 措 建生 , 则 在 38383 的 于 民 下 ,和 dian 一 时 1 
是 yl 一 1 的 近 届 边界 条 忻 ( 套 照 $28 固 题 ) 。 
当 ?一 1 时 ,由 (全 ,多 得 到 
Wntint tm ln tmnt — tn fn, A.6) 
首 光 注音 史上 辣 格 于 Pe, 0), 男人 媳 识 4=- 仙 序 生 1)8, 在 
(46.86) 的 两 屿 ,就 满 是 澡 于 n= 懈 数 , 1 三 三 2 ， 
—2Nmn 人 nN {46.7) 
的 mm; nn 相 加 , 《45.7) 的 意义 是 便 点 (mh, mh) 成 为 图 嫩 .2 上 附 
有 的 点 的 条 件 。 于 是 左 这 的 和 中 羽 镜 下 wr 与 信人， SI 上 的 
Wi ( 涛 考 图 可 知 ) , 印 


站 LD) 的 梳 限 可 能 不 存在 ;但 这 不 妙 碍 下面 的 请 证 。- -一 核 者 注 


5 委 林 卜 作 性 的 例子 147 


下 FE A 
十 个 


是 
NN | 
NN 


站 | B, 
图 她 .3 


pt 2 nn 一 1 = fm \4D.8) 


但 右边 的 和 就 是 45. 7 全 范围 作 和 , 之 表示 从 一 2 TI 到 2 一 
的 青 数 和 ， 3" 表 也 从 一 2 不 到 2W 的 偶数 和 。 从 (45.8) 及 ww 
十 之 : Wn,s = > tto,#s-1， 得 只 
Up—= pit) + 2 {pin 一 1 (一 本 
十 总 他， 由 , (nN) + > > Fm 


在 此 若 分 | p11 | 过， [pi( (nF DA -p11 < | pal <， 


fm,s| < 用 
> 凡 二 (2M 十 1) 访 二， 2 ADE, 
得 到 
UP < ed 二 gd 4a， 
对 于 一 般 的 格子 点 以 ,， 2%), 同样 也 可 知 下 过 成 立 : 
" Ee (46.9) 
出 不 等 式 (48.9), 江 剂 可 导出 关于 上 述 范 数 是 适 定 的 精 论 。 因此 
著 吕 包含 4 萌 且 充分 尖 请 ,了 则 有 
max ult, wm)—w tt, ¢) 一 >0 (hh->0) 

(但 maz 了 到 在 一 ce 过 &%<co, 0 三 t 委 全 范 团 内 ) ,由 于 站 是 任意 的 ， 
所 鳃 任意 点 上 的 i 收 侣 于 ~ 

最 后 , 若 7 一 2/vV 3 之 1, 可 证 明 (45.3) ，(35.4) 关于 初始 条 
作 是 不 入 定 的 《 范 狐 和 鼎 上 同 ?。 洁 分 


mn 
A 


和 TE MT et 
i ee ep RTE ERP Tr ep pe Pr 
pb rt 2 一 = 下 a 站 ~ =- L _ =” 1 rr ” i 有 


时 
[bi =- 

' 1 - 

D 


i148 第 人 章 利好 证 问题 的 闫 革 法 近似 解法 

tn (1) m+nBmy, 045 .410) 
3 一 4 一 1)* 时 , 评 立 齐 知 道 

rns] = ga, Tnalits] gra. 

及 因 | gni| 一 +， | (Car 十 一 pan) 2 gu 一生， 所 
局 0 时 , (关于 上 还 的 范 数 ) pri， gr2 一 化 和 有 并。 盟 一 方面 ， 
将 志 直接 代 人 (45.3), 立 到 知道 76 满 是 嫩 Lur] =0。 更 在 注意 一 
下 格子 点 局 加 ,但 二 0, 7T 取 使 tT 疙 整数 而 趋 于 0 的 值 ， 从 


“(45.10) 得 


mt, 2) | —8 Tr 《7T>0)， 
可 知 (全 .8), 《条 .4) 关 于 初始 条 件 是 永 稳 定 的 。 


$ 4 和 6 用 指数 分 析 稳 定性 及 其 他 


”1) 曙 然 已 多 提 到 过 六 分 方程 的 初始 值 国 题 ， 初 她 条 人 忻 的 章 
你， 这 里 再 朋 确 一 下 。 为 了 简单 起 见 , 设 所 考 谍 的 格子 区 域 仍 是 
合 于 0tT (或 洪 00 生 人, 5 三 xz 三 6 内 的 格子 点 和 集合。 

由 着 分 方程 


hb] = (46.1) 

和 与 肌理 音义 相同 的 边界 条件 
runt] = on (ie) (346 ,21 

所 构 下 的 图 题 , 贞 4d6. 纪 中 的 若干 个 ,例如 。 
Tambo—pu (li 和 Dp, PE (46 .8) 


为 初始 傈 件 的 所 谢 和 初始 值 疝 题 ,是 指 下 面 的 后 ，( 这 条 人 忻 成 立 : 
(i) 由 (46.3) 龙 唯一 确定 最 夫 的 加 慨 Mo, 入 了 ns yp—1 上 的 
ua 的 值 。 


Nii) 对 于 任意 的 六 兰 D, 落 熔 出 Sm_-z，…， mp 上 的 


Wx 的 位 ,由 {46.,1) 和 和 \ 井 .2) 中 不 局 于 ( 拘 , 引 的 ,好 
Trl = pn P+1 和 Ei) (46. 4) 


2 


$ 46 用 指数 季 析 稳定 性 及 其 他 149 
可 哈 一 地 确定 访 m 上 的 Ww 和 的 低 ， 
征 疗 二 售后 所 就 的 边界 条 人 挟 , 如 果 流 有 特别 这 有 明 , 古 指 油 足 ( 扯 . 浊 的 条 
特 。 
泽 关 2 近似 微分 证 程 初始 值 问 题 的 益 分 证 程 间 题 ， 一般 地 具备 以 上 的 
性 质 嫩 ，(i ， 不 过 唯一 性 的 条 件 有 有时 下 必 明 显 葵 用 。 

2) 请 足 上 面 避 )， (过 时 ,车 六 ,rif0 十 把 4 关 信 是 粒 人 性 ， 用 粉 
轩 的 站 ni mp 上 的 霹 , 块 定 同 上 的 全 的 间 题 ,可 以 对 苦 汶 
解 以 Sn 上 的 tn 为 未 知 数 的 一 灾 广 程 机 的 问题 。 因 而 特别 地 ,若是 
一 0,， yi 一 0 《和 十 大 ? 基 中 ， 妆 方程 和 边界 条 件 是 齐 实 时 ， 划 2464,n 
可 届 用 上 辣 n-1 ma- wm 天 的 反 的 米 性 租 合 表 示 。 若 这 个 炉 
性 租 合 的 骤 数 和 对 值 之 各 为 于 s， 因 号 中 型 ,的 了 天 逢 称 为 
初始 秆 问题 (46,1)，(46.3),(46. 和 的 指数 (index)。 丰 p==1 时 ， 
指数 和 关于 初始 举 件 的 稳定 性 之 间 , 臣 立 下 面 命题 。 

定理 ”初始 条 伍 mi[fs] = 加， 19n 的 继 性 初始 值 问 题 的 指 
类 J, 次 在 0 之 ?< 之 To 时 ,满足 

J 三 1 十 Cz {CC 宇 0, 常数 ) ， (46.5) 
则 其 林 始 值 问题 关于 万 始 荣 件 是 稳定 的 。 了 世 区 域 奖 于 二 是 有 办 
的 , 如 ，9i 的 范 数 是 采取 疼 数 值 的 税 对 值 的 最 大 值 。 
芋 关 ”天 次 方程, 边 江 和 条件， 初始 亲人 尾 Yiij 一 wri 的 和解 Ws 
在 Sm 上 的 最 大 值 写作 ta], 出 由 指数 的 定义 和 (46,5) 
= | par | o, ? 
lal etoOn hl (m1, 2,..), 
从 而 
Fd {i Or "| glhs,,. (46 .6) 
所 考 应 的 区 域 , 涪 仿 在 0 至 二 人 (0 常数 ) 的 范畴 内 , 于 是 


0 三 mT 硅 T, 因而 红 十 Om"Sec7， 各 果 得 到 了 下 面 的 不 等 式 和 得 


出 了 关于 人 彻 始 茶 件 的 稳定 性 。 


。 。 = L L 
je =- WE 莘 呈 -5 = 上 ae 和 3 ~ ” re Tr 
ri ey a et a 
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了 FF a 
i 
-= - 


到 一 
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150 第 站 兹 ”和 始 奸 同 是 的 盖 寻 法 近世 语法 


: 2 | L's = | nl | 起 hl {证 上 霸 ) 
聚 ”车 J 筷 1, 可 以 去 掉 定 理 中 的 条 件 " 区 域 对 于 二 有 界 ”。 


注 莫 8 定 班 的 条 件 是 甘于 刺 录 某 件 为 称 定 的 施 分 条 件 。 序 或 是 
人 人 i>>1 (m 为 常数 ) ,有 时 也 是 稿 定 的 。 

注 医 求 了 了 时 :不 能 站 略 边 时 沫 件 4 大 .入 汐 形 啊 。 

例 主 酸 邓 是 出 mt 0<Y<IT 所 确 峙 的 区 域 ,站 = 人。 考 叶 分 别 近 
世 徽 分 点 程 名 三 革 o 厅 嬉 其 作 全 但 8) 一 六 避 ) ,边界 亲信 00 = 二 #1} 一 站 
的 近 售 式 子 

一 /T= (Um HT 一 Sn 1 2, C0. 7) 

于 一 由 人 , C46 .8) 

但 (者 , 门 中 全 三 坑 ; 1 三 % 三 访 一 (6.8) 中 人 三 H 三 NN ,Dm， 例 5 二 5/83, 由 
《46.77 ,对 于 1 生涯 NN 一 1 有 


Wn 1l,n = TH, n+1 十 ( — ar ts, , 十 1 . 
由 (46.9) 和 《46.8) 的 边界 条 件 , 若 0<o 三 当 ; 则 得 ?=1. 
避 2 代 闪 ( 弛 .站 游说 二 二 Ws 十 8G， 这) 的 近似 式 


EE 
但 二 nr 二 RF) 加 寻 ,与 < 扑 .8) 相 同 。 车 存在 使 |g |] 生日 的 常数 
0 这 时 也 是 当 0<o 三 12 时 J 三 1+Cr 定理 可 以 适用 。 
例 4 在 例 工 的 (6.7),， (46.8) 中 ， 只 将 边 办 条件,w=0 措 成 近 似 于 
tu 0 一 Da 为 解数) 的 近似 式 子 


hn a 记 = 


《46.9) 


RS 1 一 可 p07 7 十 2 0 二 科 ， cd6.10) 
而 怪 择 ny 一 0， 这 时 (46. 纪 不 变 。 妆 一 去 面 , 出 146.103 有 
Wntl 0—= nti tl -ak) (‘46.11) 


若 将 右边 的 和 nria 号 成 ( 扯 . 申 的 形式 ， 则 用 Sm 上 [的 思 n 开 示 夫 m+1 NU 其 居 
入) 的 式 于 普 为 一 至 的 了 。 业 果 车 0<o 入 二 ， 则 得 
J=max{i, 1/(1— ahy!, 
若 #4 三 0 出 = 于 是 可 应 用 定理 ， 攻 a=0, 期 
d=1/A{1—ahy=itav tt/ go +OrrY. 


洒 了 一 有时， 如 果 保持 常数 ， 而 使 (6. 全 成立 的 C 是 不 存在 的 。 查 洋 际 上 ， 


六 时 用 共 他 态 法 也 可 让 基 稳定 性 。 


本 - 


一 中 


$$ 47 用 蛮 数 和 分 出 尘 寻 村 稳定 性 161 


§ 47 用 变数 分 离 法 分 析 稳 定性 


]) 更 仪 就 育 代 类 性 的 多 组 加 以 八 述 ,但 宅 们 亦 基 对 一 般 间 题 
痢 可 适用 的 判定 法 , 寿 且 同时 提出 可 以 利用 的 各 种 补助 公式 。 
在 0 和 ,0 三 # 夺 1 的 范 转 内 状 感 。 全 Ah=1/NW, 定 究 下 面 
差分 方程 的 初始 值 问题 ( 套 下 人 44.4)) 基 于 初始 条 件 的 稳定 性 。 
(om tn) T= m1 mm ,47 .1) 
Wo 一 PatRh}, Yn.o—= um, yO—0, (47 .2} 
现在 珊 召 是 定义 在 sz.(0 夺 nn 三 六 ) 上 的 在 ze, zx 处 为 需 的 夯 
族 全 体 作 成 的 间 握 空间, tEB 的 范 数 用 (47. 信 葵 出 
wl 一 万 S v2 (gp) (d7 .8) 
二 (47,8) 相 对 应 的 办 积 写 作 ( , }s， 闪 意义 是 显然 的 。 于 是 导入 
PU = gnk nn, R=1,., Nl1)} (ar,A) 


后 ,根据 $ 26 例 2, 其 
A ppp, 


(cos g mR) 


和 sin | (47.B) 


成 浆 。 双 关于 ( ， ) 很 容 F 思 脸 证 {29,1 入 一 如 是 党 全 下 损 
正 交 系 。 

乏 根据 和 26, 例 3 的 讨论 , 正 艾 性 是 显然 的 。 

因而 ,用 二 Lp, ps(1 入 生育 一 习 ， gs 可 展开 为 


Nl1 | Nl 
gi = 之 Crp , | 已 02, (‘47.6) 


入 EB 妇 pn(0) 二 pa(1) =0 是 使 (条 .加 水 矛盾 的 必要 假 咎 。 这 种 


疏 有 有 时 称 疙 初始 条 件 、 边 办 条 住 的 柏 容 性 (compatibility}。 
hh 


其 奖 , 决 定 仅 是 引 公 是 品 ) 的 醒 数 tm 使 得 wo5 et 谐 足 于 
裕 方 程 导 7 也， 实际 寸 ， 将 上 还 形 式 的 茵 数 代入 地 7， 半 碟 
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153 凋 上 瘟 午 婚庆 问题 的 差 引 法 近世 解法 
(47.5) ,其 2 渗 中 的 廊 程 是 
WY = Tp Ww AT). (47.7) 


(47 ,让 的 艇 中 ,局 


2 的 一 上 (47 .8) 
的 和 解 汪 汶 w 吕 , 剧 初 钻 值 间 题 的 解 太 人 mn 一 坊 CRT， WR ) 可 出 
wi, 一 5 Ca pK (47.9) 


稿 出 。 其 中 6 和 (条 .全 的 相同 。 车 只 限于 Bm 上 的 陶 汶 鲁 ”， 刚 
可 自作 城 了 EB., 出 (47.9) 


[ks = bp ck Com ) ?EE [max [wm |] | pa 二 


如 


因而 , 考 把 训 - 的 范 数 定 光 为 : 
| 一 je， (47 .10) 
Sa 
则 当 0< KR 加 0<TTo 时 使 得 
jv, SE |e (47.11) 


成 立 而 不 依 训 于 并 的 常数 避 的 存在 条 件 是 wr ”有 办。 (47.11) 
是 守 示 在 上 述 范 数 的 童 交 下, 激 于 初始 水 件 称 定 性 的 不 等 式 。 和 精 
果 , 只 讨论 (47.7) 的 和 解 芒 时 就 可 有 以 本。 芒 一 力 面 , 应 用 一 次 方程 
和 一 1 二 Tpx 的 报 ，2 隔 出 


| WDEmT) OA To (47 .12) 
答 出 全， 
因而 ,如 将 ps 用 pp 表 太 , 才 
max 二 ro, 1, (447.13) 


则 (47.11) 态 江 ,已 可 玉 避 -=1， (447.13)| 辐 mas 是 就 及 ,天 取 
的 , 井 且 (47.,18) 可 改写 为 


策 ” 见 本 从 肯 程 测 直 只 % 芋 寻 力 程 ? 一 - 节 ; 或 共和 电 友 闫 搂 性 常 条 数 关 分 方 程 解法 的 
书 。 一- 一己 考 注 
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7 用 汗 数 妇 胸 法 分 析 藉 守住 153 
一 2 诗 p7 生 0, (47 .14) 
男 一 方面 , 阁 分 
FO— 人 th, (47.15) 
山 <47.6) ,天 一 pp<0 所 以 得 出 
一 4 二 Pr 所 (47.16) 
由 《47.16) 于 出 { 和 7.14) 的 条 和 件 是 
0<oSEli2, (47 .17) 


苦果 车 (47 .IT7) 成立 ,可 知 关 于 初始 条 件 是 稳定 的 。 
为 了 铬 明 上 西 的 方 兴 ,对 于 不 是 显 的 方程 疝 样 有 效 , 下 面 举 出 
一 个 二子 ( 和 参考 (44.6))。 
人民 赤 44 .1) , 取 
(Um nO— Um ln) To— (mnt Dim nt ms Re, (47 .18) 
初始 条 性 , 边界 条 件 及 其 他 不 变 , 这 时 浊 将 和解 家 不 (47.9) 的 形式 ， 
其 42” 可 用 


人 一 一 (47 .19) 
决定 。 合 2 名 一 )m， 区 入 由 
1 1 
1 一 一 Tpe 扩 入 Ti (47 .20) 


因 rpk<0, 所 以 总 是 |%| 达 1J， 于 是 (47.11D) 当 C=1 时 导 小 并 。 本 
tT 记 之 问 不 男 加 条 件 , 对 于 初始 迁 件 也 是 稳定 的 。 同 样 近代 于 机 
分 方程 的 凑 分 方程 中 ,常常 可 以 齿 到 不 是 是 的 方程 比 显 的 方程 种 
定性 好 的 现象 。 
2) 为 了 指明 对 高 阶 ( 尖 于 时 间 ) 时 也 适用 ， 考 虑 格子 和 了 相 
图 ,近代 si 一 ws 的 近 伺 式 为 
Ke 
一 【2 二 


误 边 界 人 条 性 胡 1 1) 祖 同 , 彻 始 条 件 是 


(AT .21Y 
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154 弟 8 音 彻 诗 荐 问题 的 共和 郁 法 过 亿 解 恋 
na 一 六 1 nd) 3 人 at， no0, nj 3 Wa (na » (47 " 22) 


再 几 (7. 国 的 gj 中 ,用 开 成 


此 和 一 SS Ci 六 hs 一 > Cr {47 .23) 
| 让 
的 形式 。 另 欠 求 出 wp 中江 是 ( 持 . 叶 ) 的 笨 件 , 荐 有 
Ww — 2 + 0 = Tp (47.24) 
于 是 在 (47.24) 的 解 中 


w 名 二 1，《(w 侣 一 w 的 ) /+ 一 0 的 解 用 ww'9 表示 ， 
4 一 门 ， (to -一 2 1 一 荆 的 几时 上 和 ep te) R77， 
剧 初 始 值 间 题 的 解 用 (47,23) 的 6x, ck 可 与 为 


一 1 


Un = 区 {ow Dp ow pt}. (47 .25) 

kl 
此 时 , 涟 特 上 | jj 用 (47.I10) 定 义 , 当 0< 有 < 加 ,0 之 + 之 zo 和 时 ,使 得 
le EO {| gilt | pa Ez) (47 .20) 


成 立 而 不 依 甘于 ,+ 的 常数 C 的 存在 条 件 ,也 是 wo wo 有 界 
(关于 天, T, 上 是 一 样 的 )。 

注 由 (他 .26) 可 得 上 ,三 2vC Cpnls t+ jorals). 

现在 表明 一 下 , 若 例 7 二 T/h, 当 六 0 时 假 坑 为 一 定 , 且 
<1， 可 得 出 上 壕 的 稳定 性 。 将 bp， wm ur 四 一般 写 成 py al 
Ww", 洪 二 次 方程 


和 一 2 十 二 一 7 (47 .27) 
有 棚 弄 的 是 宰 和 As 时 ,人 包 ， 妈 ”可 由 
Wi 一 28) 


Mha Nah 
答 出 全 。 沙 愤 7 .27 的 判别 式 为 了 期 
D=rip(dtrp), 
奶 一 方面 , 计 L47.) 得 一生 左 <p 二 0, 妈 一 47r3 过 pr?<<0, 国 斑 闭 上 腊 


由] 一刻 a 


各 见 153 真 的 脚注 。-- --- 校 上 注 


El 
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48 关于 说 唐宁 任 的 稳定 性 和 和 关于 方程 的 共和 泪 性 155 
| 
4 二 To 和 4(1—7r) 0., 
车 站 四 二 0; Ai， As 是 五 为 靶 地 的 碟 根 。 浆 由 入 以 3 二 1 得 
| 一 a 一 荆 ， (47 .329 ) 
舅 并 总 5 是 出 工 小 购 正 数 ,三 分 


Co—= — D1 Che) 一 电 【一 08 Tho) hs {47 .80) 


则 和 象 在 830,1 所 看 漳 鬼 于 样 ,0 过 入 过 如 于 一 4 之 p 过 一 00, 由 此 
了 导出 
AAs = | DI=|pr 4+ or | door 人 一 9 ， 
|= [pr|. 
车 将 (47.28) 的 估 让 ,改变 为 简单 的 形式 ,由 不 等 式 
1 1—%| lhl ~ 1 


ha| “2rv eo lr) I 一 | os 


和 (47.29) 一 起 , 当 0< 有 <io 轩 , 可 得 山 


| 1 名 1 
2 1 | 噶 oT’ (47 .81)} 
应 用 在 (47.265) 上 , 央 


Hi 1 | 1 
"ss [pul rrr 9 C47.32) 


由 此 可 立 混 得 到 (47.26) 形式 的 不 等 式 和 关于 初始 条 忻 的 稳定 性 
的 车 褒 。 
沈 ” 开 直面 的 但 祥 上 4 束 上 面 的 范 数 1 可 以 床 明 当 了 = 工时， 关于 翻 姑 和 荣 
件 是 不 称 汪 的 。 逢 望 和 各 的 结果 绪 坊 一 于 。 再 有 本 地 的 精 艇 ,也 通常 玫 
hud, = er [rd 
代替 (47 .10)。 


§ 和 哲 关于 和 初 始 条 件 的 稳定 性 和 关于 方程 的 稳定 性 
5 于 水 人生 放生 他 上 程 的 二 始 括 亲 题 ， 天 过 数 是 若 能 证 明 尖 也 合 


=- rr 
- _! - = 中 = _ 1 1 站 , = 
| 


- 1 = 
a 


a 


| 
1 1 ” 
二 =- 


1568 第 6 于 番 姑 和 倡 向 是 的 差 共 法 近似 解法 


始 条 件 的 稳定 性 ,出 此 车 果 , 就 可 诈 明 关于 二 看 的 稳定 性 , 进而 证 
明 适 定性 。 因此 前 苛 所 处 理 的 关于 初始 条 仁和 将 定性 的 竺 别 话 ， 对 
于 分 析 收 侣 性 也 是 本 用 们 放 社 。 下 面 通过 简单 的 例子 说 明 。 
在 前 节 2) 的 初 妨 人 征 半 题 中 , 将 方程 找 成 非 齐 次 的 , 初始 条 件 
换 成 齐 次 购 , 共 他 趟 变 。 印 者 在 
Bt] = int a — mn rm a) To 
Toma) hf fm OT, Nh), (48.1) 
ton=0, {Wn Wo,n} /T=0, (48.2) 
Um 0 = Um OD, (48 .83) 
特攻 一 oz 1 的 范 数 , 用 类 仇 于 (47.10) 的 方法 定义 是 很 
自然 的 ,然而 为 了 简单 起 昂 , 定 当 为 


| 一 max ia， 
Ts th 


(48.4) 


假设 jlm <3、 再 把 对 于 各 个 天 在 Si 上 等 于 了 此 外 都 等 于 0 的 
洲 数 五 作 产 ”, 设 满 足 
hivl=A ,Von C—O0, (Vn Yo,n) :T=0, 
Vm 0 二 Dm 一 0 的 解 是 v52， 则 
Wh 二 之 oe (48.5) 


但 上 向 的 和 基 从 怪 二 1 加 到 满足 证 十 了 7 三 人 的 闷热 而 从 定 光 的 
方法 ,很 明显 “车 说 全 则 bps 一 0”。 青 有 若 特 媚 [ 避 一 7 中 寿司 5 
上 号 出 , 剧 并 列 知 道 , 从 2 二 0， 4 一 站 得 fun 一 全 六 洲 注 
车 芷 Dprel; p+, … 上 三 ”一 0， ow"'™ 是 满足 在 t=kt 上 答 出 的 
初始 条 人 忻 
Vhs 0, (vn — OE) /Tt fi 

的 齐 交 方程. 齐 次 边界 条 件 的 解 。 因 而 他 7 一 T+ 仍 , 当 扣 30 时, 假 访 
站 汶 一定, 持 及 7 过] ,斯 可 以 等 C47 ,32) 看 作 吓 Pui—0, pis= TF 
Tfrn 来 应 用 。 由 于 1 了 | <8, 所 以 | 信和 6，《〈 和 注意 oo 中 的 


wr 


oo 时 的 称 证 性 is7 
(和 到 "的 Lm) 是 共有 和 不 同 的 意义) 精华 是 
lo 一- 一 了 Cr， (48.6) 


其 中 是 上 ,和 (7.10) 的 定义 一 样 。 
ji 合 (48.) 和 (48.6) 得 到 
| 1, 之 | E 1 0 之 TCDT, (48.7) 
这 个 式 子 指出 了 在 有 愉 区 域 上 所 状 虎 的 差分 方程 的 初始 值 问题 ， 
关于 方程 是 稳定 的 。 


§ 失 tf>oo 时 的 稳定 性 


设 凑 分 方程 的 初始 值 有 问题 由 
方程 

ts [Lal =F, (49.,1) 
芽 始 条 件 : fn] 一 gni(l 三 i 和 Dp)， (49.2) 
边界 条 性 : fh[Ws] 一 yn 了 DD 十 1 生生 50 (49.3) 


构 艳 。 此 时 将 产 ( 久 及 其 他 的 格子 问 申 ) 看 作 是 固定 的 ,对 于 六 一 0， 
pW 一 0 (DPD 十 1 三 $ 生 的 性 次 解 ,车 当 太 x96 寺 有 界 ， 则 称 .上面 的 初 
始 值 问题 ,在 {=>ce 时 (关于 初始 条 件 ) 是 稳定 的 。 刀 
定义 ”关于 冀 分 方程 的 初始 值 疯 题 ,全 方程 .边界 条 件 为 齐 次 
时 的 解 为 刀 时 , 洪 存 在 着 下， 使 
uf 站) | 生计 (tf—>o0), (49.4) 


基 初 始 值 琴 题 ,在 本 >co 时 是 稳定 的 。 或 者 称 术 >oo 时 关于 初始 条 - 


件 是 稳定 的 。 但 天 可 以 依 尊 于 T 天 

这 时 讲 和 的 稳定 性 和 前面 所 齐 的 关于 初始 条 和 件 的 稳定 性 有 非 
常 密切 的 关系 。 多 数 博 况 下 “就 所 有 充分 小 的 每 个 林 >co 时 稳 
定 ” 罗 条件 和 “就 时 间 不 是 且 界 的 人 区域 上 ， 半 于 彻 始 条 任 稳 定 ” 的 
傈 件 是 - * 样 的 。 可 二 在 理 答 上 两 者 有 区别 ,而 用 在 实际 上 可 以 作 


人 _ 四 
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i 
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158 人 第 8 妹 初 丰 在 同 题 盾 着 若 法 近似 解法 
出 在 一 称 登 义 下 是 稳定 的 ， 而 在 另 一 种 语义 下 不 是 稳定 的 例子 。 
另外 -yco 时 的 称 定 性 , 适 赋 性 和 收 合 性 没有 直接 的 联系 。 

上 ->ce 时 的 稳定 性 ,在 应 用 上 的 痘 义 解释 如 下 。" 仅 由 初始 值 产 
和 些 的 任意 有 限 谋 六 , 粹 与 解 的 影响 , 在 无 限 区 问 上 应 保持 有 界 ” 的 
条 件 , 就 是 ->oo 时 的 稳定 。 介 是 这 种 与 融 差 珊 长 有 关联 的 解释 ， 
对 于 前 而 所 齐 的 稳定 性 也 是 可 能 的 。 特 别 是 所 粮 疝 下 的 范围 ,就 
时 间 是 有 界 时 , 这 种 解释 比 ->oo 的 稳定 性 更 为 合适 。 关 于 这 方 
面 的 时 验 , 因 篇 由 所 限 ,在 此 省 略 。 不 过 在 这 里 附带 提出 一 下 这 样 
的 事实 。 郎 由 于 联系 到 差分 法 的 近似 解法 而 提出 的 爷 定 性 问题 ， 


最 初 开 始 研究 的 ,就 是 +>oo 时 的 稳定 性 。 


天 可 Yoo 时 的 稳定 性 , 也 有 用 拉 数 的 简 定 法 和 用 变数 分 阅 
阿 和 判定 蕉 。 关 于 这 些 , 只 归 留 意 上 面 的 定 艾 ， 根 据 $ 46， $$ 47 的 条 
阶 很 容 钨 推 得 。 


第 7 省 摄 动 法 


币 分 方程 计 有 小 套数 5 时， 将 和 解 本 成 8 的 彤 般 数 的 近 位 解法 称 为 摄 动 
法 - 这 和 和 诅 法 外 三 沙 的 利用 太 。 一 般 地 吉 ] 笔 能 得 出 一 个 收 促 的 般 获 来 天 示 方 
程 的 着 正解 ,但 这 利 企 图 几 不 是 郁 胡 实现 的 。 但 是 在 不 收 钾 时 , 有 时 到 它 的 
渐 近 般 数 常常 会 得 到 良好 的 效 朱 。 这 一 章 主 要 研究 收 误 的 情形 。 


$50 常 微分 方程 的 初始 值 再 题 


1) 基本 定理 ”起 常 微 分 万 程 粗 
二 户 作 ,村 8) Gl, ,nN) (50.1) 


ut 
站 右 巡 售 小 参数 5， 把 个 变数 二 ，…', Wi 的 总 性 看 砖 向量, 大 记 
为 委 ， 更 在 假 识 天 (tf 和，8) 作为 1 的 汞 数 是 相当 光滑 的 , 作为 
,的 豆 数 是 正则 的 (和 衣 折 的 )}, 持 有 旦 在 #==0 的 近 民 可 展 
瑟 
filt, tt, 8) f(t, WH) ef (ft, HW) +t (50.2) 
的 Taylor 般 数 。 系 数 志和 为 三， 和 的 正 芭 画 数 。 也 就 
旦 部 ， 在 人 甸 的 条 成 的 近 傍 牙 展 抱 和 中 重 Tayler 下 数 。8 与 
ww 呆 取 得 数值 ,但 为 了 箱 单 起 见 以 下 只 取 实 数值 。 
这 时 ，(50.1) 的 解 t& 也 是 正则 的 , 村 且 可 以 展 成 如 下 的 8 的 
Tayilor 毅 数 : 


Ot £6) = fT en) (BO .3) 
出 于 590. 了 蕊 的 解 落 不 和 葵 予 初 婧 值 是 不 能 决定 的 。 所 以 急 定 已 知 历 ， 
始 条 人 性 1 

ti, te} = BY TF eb + 【BO .4) 


叱 时 在 本 从 书 ¢ 禹 微分 方程 > 以 下 陪 和 为 * 常 *) 路 已 条 证 明 过 ( 定 
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理 14) 关于 (60.3) 成 立 。 但 不 难 理 解 '.B0.3) 只 在 + 和 8 的 适当 的 
异域 内 臣 立 。 六 8 二 0 的 情形 ( 称 此 为 非 报 动 方程 (unperturbed 
equation)) , 基 在 的 共 区 辕 了 o 内 相 在 解 ， 完 在 To 内 决定 一 个 远 
小 的 区 国 工 , 即 相 当 于 取 适 当 的 下 数 6, 大 |2, 志 5, 则 在 工时 存在 
葫 满 是 (60. 的 (60. 了 的 解 , 兰 可 :表示 为 (50.) 的 形状 。 一 般 洲 
之 相当 天 时 , 则 必需 感 比 悦 小 的 3 

2) 计 得 法 ” 求 级 数 嫩 0.89 的 县 体 方 法 如 下 :将 这 个 绥 数 代 信 
(50.1), 把 两 边 化 为 8 的 震级 数 的 形状 ， 上 比较 系 数 朗 可。 下 s? 的 
系数 得 : 


0 三 
这 吏 是 非 报 动 力 程 。 将 这 个 方程 在 初始 荣 作 
tb 

下 求解 。 其 次 ,由 87 的 凶 数 得 , 

A S 之 六 Hf rk) 二 站 (下 如 , (BQ0.6) 
fw 表示 妍 gu, 下 上 面 求 衬 的 解 作 为 ,人 代 久 夺 边 ， 则 此 式 
成 为 关于 寻 ? 的 焰 性 方程 租 ， 即 变 凡 方程 (< 党 > 20)， 在 初始 条 
件 二 ?下 , 解 这 个 方 积 振 关 定 听 由 8° 的 系数 得 出 


本 【2 和 | 
于 。 > FO {EF, 0 00 D2 Fi (, 0 uhh 
4 


+ DP, w+, we0), (50.7) 


fi 表示 Ff89 /BrBut， 因 有 过 的 寻 0，2 为 已 知 的 ,所 昼 此 式 为 
关于 ”的 蒂 性 方程 ,其 主 部 ( 齐 次 项 ) 与 (50. 介 的 情形 完全 相同 。 
在 急 始 条 件 从 一 2 下 解 此 方程 。 

用 局 样 方 狼 可 作出 尖子 各 tt 的 方程 , 除了 wm 的 情形 外 ， 
忆 们 前 是 其 有 相间 主 部 的 区 性 方程 。 从 订 若 求 出 齐 次 方程 的 一 扣 


过 


$50 党 茹 牙 方 可 的 初 贿 逢 车 题 . -了 和 
菇 本 父 , 便 放 利 用 事 数 仁 易 法 心 膏 238838) 得 册 解 
俱 蔡 已 徊 非 摄 动 盯 程 的 一 般 解 [ 舍 % 个 任意 常数 a= (oi) 
Ca 人 们 倒序 可 求 出 世 本 和 解 。 好 ,车 全 
ps (8) -| go w(t, a) | _， (80.8) 


， 则 2ig 和 便 是 所 求 的 一 租 基 本 解 (& 表示 相当 


于 所 考虑 的 解 wo 的 怠 值 ) 。 为 了 哈 诈 这 一 点 ， 可 将 三 折 加 代入 
(80. 国 ， 因 为 这 个 式 和 关于 & 是 恒 造 的 , 故 就 ao 微分 , 合 a 一 克 便 
可 。 另 外 , vis 所 作成 的 行列 式 不 等 于 0 的 事实 与 oi/9ag 所 作成 
的 Jacobi 行列 式 不 等 于 0 的 事实 (这 包含 于 一 般 解 的 概念 ) 是 等 
价 的 。 

3) 注意 夏 项 ”以 上 仅 就 一 阶 方程 租 作 了 斤 迹 ,关于 含 套 数 8 
的 高 阶 方 程 


dr "rd! dl 
也 有 同样 的 和 精采。 但 要 假设 让 关于 # 以 外 的 大 数 是 正则 的 。 因 鸭 
洛 旋 中 二 1 Ou dt = tn, "np dr edt le, 上 ， 出 (BO.9) 便当 和 精 


为 力 程 租 (80.1)。 但 在 实际 放 算 时 没有 必要 把 它 改 为 方程 租 ， 把 


解 直 接 写 契 s 的 短 般 数 代 多 (50,9)， 前 逐次 决定 系数 即 可 。 糙 果 
仍然 除 丁 非 摄 动 方 程 之 外 ,此 余 的 都 是 稀 性 方程 。 

上 面 所 讲 的 是 最 村 污 形 式 的 摄 动 法 ， 这 种 方法 的 难点 在 于 当 
i 的 区 油 扩 天时, s 的 克 许 范 团 便 糖 小 丁 。 若 充 许 对 无 限制 的 t 展 


开 为 Taylor 报 数 时 ,需要 对 方法 本 身 加 防 适 当 的 改进 。 群 盔 可 穴 


照 情 币 分 方程 及 非 基 性 振动 的 有 关 项 日 。 
还 需 注 意 的 一 点 是 ， 


das 
Ri 早 ，…， ,8)= " 


的 一 - 役 微 分 片 程 ， 其 解 世 不 一 定 能 殿 撤 8 国共 和 裔 数 。 例如 区 性 


TE f(s, gu a e) (50.9) 
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方 竹 
dis . ny 
folt, E) 一 二 fitt, 8) Tr tt (+, eu dt, 8),， 


洲 记 人 本 等 于 0, 或 及 然 不 是 这 择 ; 但 所 状 虚 的 的 区 国 中 ， 
有 世人 为 0 的 点 时 ,国明 便 很 旭 洒 . 这 种 馈 题 了 于 奇 宁 摄 副 
厂 , 其 中 有 一 些 将 在 第 8, 9 痢 里 醋 完 。 


$51 边界 值 问 题 


1) 平面 边界 值 阅 题 “作为 拓 动 法 在 边界 值 间 是 应 用 的 例子 ， 
考 虚伪 微分 方程 
hut eg ke, uf (eg, 的 ， (61.1) 


我 中 二 绊 1Bo2 十 六 /说 浪 Laplaco 筑 子 -2 在 平面 的 有 界 城 骆 


内 必须 满 是 454. 了 1 , 寿 在 人 的 过 界 天 上 应 漳 足 迎 下 条 件 


好 一 眉 。 (6 2) 
他 5 为 小 套数 , 舍 斌 将 解 求 戌 
i td (Bi.8) 
的 形状 。 
把 十 1.3 代 大 二 .了 , 比 轴 有 的 各 次 蒜 ， 则 王 即 得 到 下 到 方程 
| : . 
i 
mm (m=1, 2, .1). | (81.4) 


作为 这 些 上 方程 的 边界 条 件 , 溉 求 对 所 有 的 ”本 油 足 杀人 性 (51.2). 
基 已 向 Laplace 链子 4 和 关于 玻 人 的 Green 曙 数 区 (wy; 
5 DD 上 时, (61.4) 的 解 使 容易 由 
ut 一 下 六 
WR m1, 2, | 


桂 出 。 这 正人 的 全 六 表示 


(B1 .5B) 


~ 


办 
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Kl, 的 一 | Ke, y; €, DE, WAédy, (51.0) 


是 作用 了 于 图 琢 了 了 而 得 出 黄 数 长 六 的 积分 算 子 。 男 人 外， 把 对 阔 数 


45 了 以 责 数 4 而 得 到 9 的 算 寺 记 交 人 t, 则 由 
【六 
得 到 | 
wD)"EKOKGO HET mm 个 0)， 
也 而 ;所 求 的 散 可 以 由 
u— EFT—eKyi -Fe RQOKOEfF—. (Bl1.7) 


”， 葵 由 。 右 边 的 第 兄 项 落 群 和 写 出 ,就 是 一 些 n 重 积分 交 式 子 。 


2) 收 秀 件 径 ,报关 拥 避 .全 完全 是 形式 王 求 于 的， 现在 久 
完 一 下 它 对 什么 样 的 & 收 合 的 图 题 。 为 此 ， 考 谍 伪 4 和 六 的 适当 
的 商 数 空 风 ， 寿 适 尘 的 引进 范 数 是 很 有 好 处 的 ( 参 服 结语) 假定 7 
在 G 十 研一 到 上 过 秆 ,并 记 在 下 .上述 车 的 夯 数 他 体 为 , 对 属于 从 
的 尔 数 ? 采用 下 面 的 范 数 : 
[人 | == max. ‘vim, Y) |, (Bl.8) 
于 是 算 半 到 不 但 他 言 的 任 ， 泊 元 化 为 省 的 元 ,并 为 有 界 。 抒 存在 夺 
不 依 瑟 于 ?3 的 前 数 型 , 使得 
[Ko 和 aM. (BT.9) 
惠 分 二, 因 汶 Greon 夯 数 为 下 ,所 以 


oo, WD |S) Ks, y;é, 1) |v(é, Wm) [déan 
三 lo 让 | Ki(e, y;€, atdn, 
但 是 , 潜 遇 为 和 异域 时 ,央行 在 吾 满 是 下 列 关 条 : 
| KCo, y; &, Waédr SM (51.10) 
捍 晶 不依 站 于 3 的 常数 型 ， 这 个 事实 ,可 以 利用 定理 :“ 当 域 人 


tt 


We . 上 
* Mi - 


站 


加 = = 一 p= 1 
- ~- Mr ed 
人 0 
9 Jr7 = - -| 2 I 中 5 上 加 
"ll 2 La 
a 
_ 四 L D 
J 


Ee 
1 ' =- 1 上 _ 四 | - 
本 


TE4 第 7 但 报到 法 


增 大 时 , 人 的 Green 而 数 也 二 加, 井 介 碎 与 适当 的 辕 形 域 的 
Grsen 图 束 相 比 远 ,， 便 可 证 上 有明 。 芭 有希 注 音 , Groon 较 数 虽然 在 
(5 二 和 寻 有 奇异 点 ,但 上 壕 们 积分 荐 存在 的 。 这 些 事 奖 即 
使 在 和 维 Laplace 算 了 予 的 情形 也 同样 成 立 。 
一 租 地 , 称 仔 ( 导 . 负 区 并 的 型 的 最 小 什 为 算 子 五 的 范 数 ,大 
写 交 六 | (这 上 自 汞 数 区 ,YY; 攻 7) 的 范 数 不 同 }。 同 样 地 , 记 算 
于 昌 的 范 数 为 | 名 |， 落 9 加 在 双 加 秆 , 则 |@| 有 限 , 它 与 而 数 
9 的 范 数 19| 是 一 入 的 。 
由 于 
uD= RQ" 
所 以 
r= [EQ EI KIO EIEIO eo, 
戎 复 的 使 用 这 个 式 于 , 便 得 到 
lem ls "IKE| |, (51.11) 
所 明灯 数 (51 .7 当 
lel <1/KIIQ) (51.12) 
时 ， 蔡 所 答 范 数 的 意义 下 收 做 。 亿 是 由 于 我 们 的 范 数 的 定 尽 为 
(51.8) ,所 以 按照 这 种 范 数 的 收 敏 , 不 外 是 冰 数 的 一 致 收 伊 。 从 而 
《81 .7 是 连 炸 画 数 的 胡 数 ,着 旦 一 致 收 禹 ,所 以 极限 习 确 实 存在 大 
为 连 棕 耕 数 .但 是 , 苹 是 音 为 二 次 可 微 的 硬 数 ,从 而 为 { 绸 .了 的 解 ， 
这 一 情况 仍 不 是 显然 的 。 实 际 上 ， 若 内 要 求 了 与 9 的 过 炳 性 并 不 
能 保 诈 这 件 事 。 只 有 峙 加 以 适当 的 条 件 后 ， 才 能 妹 明 这 一 点。 但 
是 这 各 证明 与 证 阴 (51.1) 的 和解 的 存在 性 同样 是 很 复杂 后 ， 所 如 计 
性 不 去 研究 它 。 关 于 这 些 赔 题 希 套 照 江 两 分 析 和 的 关 项 昌 。 
当 取 融 数 (51. 站 的 有 限 项 时 ,可 以 象 下面 这 尾 来 刁 计 下 蓉 。 
| em | 


_ | Em lm emtaAmra) 。。， | 
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> | el™til|wmt]| 十 | 2 em -上 
ie EOD "RI el KNOL HH 


omit RO rppp 
| el 了 一 二 [全 | | Fl (Bl .18) 


由 此 , 碍 二 .六 取 和 到 sa" 天 为 止 ,其 询 荐 一 百 的 汐 加” 程度 。 

8) 一 般 化 ”二 面 叙述 过 的 方法 是 比较 抽象 的 ,所 和 下 区 的 应 用 
范 转 ， 明 性 刘 不拘 于 方程 (61 .了 的 科 隶 形式 。 一 般 对 于 黎 性 的 这 
愉 值 问题 ,可 用 天 当 的 多 性 算 子 吾 态 成 

Hu=f (B1 .14) 
的 形状 。 鸳 界 生 件 已 合 手 五 的 定 久 中 。 即 天 只 对 满足 所 粹 过 党 
条 件 的 夯 数 芭 趋 作用。 特别 是 , 车 甘 合 有 小 套数 8, 并 有 有 形式 如 
五 二 Hot a 时 ,上 式 盛 为 


朗 非 万 动 方程 为 
Houw=f. (DBE, 168) 
这 方程 不 仅 对 特别 地 了 有 解 , 我 们 假定 它 对 所 考虑 的 夯 数 宏 间 名 
的 尾 意 了 如 有 和 解 。 这 也 就 是 谣 ， 五 。 有 有 人道 Hs 一 区 (51.16) 的 解 
是 由 
uw— Hf (651.17) 
给 出 的 。 前 例 中 的 下 是 用 Green 琐 数 鞭 示 的 积分 算 子 。 一 般 地 ， 
五 沪 微 分 算 耶 ， 洲 迷 配 适当 的 壕 办 条 件 时 ,号 月 身 昌 多 不 能 对 
竺 的 尾 坦 画 数 起 作用 【如 不 能 微分 的 而 数 中 ,但 五 一 五 一 般 是 
对 各 的 所 有 本 数 都 能 起 作用 的 算 子 。 
提存 为 了 和 解 (51,1 名 ,从 站 :志江 以 太 ， 由 于 不 坟 o 一 1 {! 恒 等 算 
巴 ) ,所 以及 
(lr-eKRy w=, 
从 而 形式 地 得 到 了 了 和解: 


(Ho eV wu. Ff, B115) 
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u= (Ie IKF=[l—- eKrV te (Er? | 
—KF—eRV Re Eiv Eo. (Bl1.18) 


(Noumann 毅 极 )。， 前 例 中 的 解 (5 .7) 不 外 是 这 个 式 于 的 特殊 情 
形 。 与 前 述 同 翌 , 臣 入 有 界 , 扰 也 当 ||| 三 1K 时 , 释 数 
许 垢 。 更 一 般 地 ,和 车 F 号 非 人 要 ,但 K 行 界 时 ,可 以 
{el< VEIT [51 .19) 
作为 收 侣 的 充分 条 件 。 
节 内 容 在 本 质 上 与 移 性 万 程 的 逐次 近 颁 解法 没有 什么 差别 
(其 看 第 3 党 $16, 817)。 


$ 吕 固有 值 疝 题 


1 摄 动 法 的 问题 ” 比 前 节 前 芥 的 边界 值 问 题 稍为 复 潜 的 了 问 
盟 是 手动 消 在 出 和 伍 抽 题 上 的 应 用 。 我 扫 主 贤 普 谍 在 微分 万 程 中 
的 应 用 ， 因 为 最 瑟 锡 的 方 浅 是 把 同 有 有 伍 疝 题 作 为 线性 算 子 的 问题 


求 状 碟 ， 所 忆 我 们 先 市 狂 象 的 方法 开始 研究 。 普 通 最 常见 的 固有 


信和 问题 是 关于 Hilbert 空间 自 共 丈 钾 : 工 的 而 题 ， 所 以 在 这 里 也 上 先 
处 理 害 《甘于 Hilbert 鹤 间 的 算 子 , 参 耻 活 夯 分 析 的 有 关 项 叶 ) 灶 。 
关于 这 种 算 于 如 的 加 有 值 簿 是 可 写 为 Hw 一 hu(% 为 固有 和 值 ,w 为 
图 有 元 ) ， 伍 是 , 车 总 售 有 小 套数 s， 并 有 形式 鼠 一 五 0 十 se 时， 
出 为 


《再 6 十 中 一 加 (52.1) 
候车 已 知 8 二 0 时, 对 于 非 拓 动 算 子 万 o 的 一 租 央 全 值 问题 的 解 为 
Houog = Nouy, (52.2) 

剧 对 于 (B62. 了 的 解 可 以 当 示 为 形 抽 
大 > ho 十 BAD (b2.8) 
Wn BT BT (52.4) 


Er ‘ad 


知 可 窟 五 革 党 王 4 江 加 苍术 讲义 > 第 三 琴 。 -一 核 省 注 
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等 的 2 的 等 圾 数 。 

这 蛙 守 芝 注 音 的 是 ， 不 前 是 因 有 到 Ww 或 是 车 壬 以 共同 的 
党 烤 因子, 国 题 的 性 所 和 伴 然 是 站 变 的 ， 所 导 宅 们 不 能 叭 一 地 确定 。 
由 于 这 种 涉 定 性 , 很 玲 皖 宦 们 沪 成 [6862.4 的 形状 。 因此 为 了 倘 单 
超大, 概 定 六 0 的 国有 有 值 Ap 下 是 多 再 的 ， 即 谋 仪 对 应 一 个 如 性 无 
活 的 固有 元 Wn， 持 规 定 jw =1 和 将 代 正规 人 化， 至 此 , 剧 只 有 如 的 
范 数 因 了 于 《万 对 全 为 工 的 复数 ) 不定， 对 这 个 因 寺 可 双 当 地 规定 。 
另 詹 我们 也 希 梁 能 用 jw 二 1 来 合 刀 正 训 化， 但 古 对 于 各 5, 由 于 
简 下 不 定 的 范 数 因子 是 不 方 偶 的 ,所 以 比较 适宜 的 办 法 是 利用 

(ux, to) =1 (B2.b) 

来 正规 化 。 这 里 (6 ) 表示 HUbert 守 间 的 内 积 。 根 锯 这 个 条 性 ， 
车 大 趟 是 多 重 的 (这 当然 是 预先 过 和 独 的 ) , 刚 ww 就 唯一 的 通 确 定 了 ， 
网 时 国 为 司 2. 有 为 4 的 工 欢 式 , 所 以 可 以 媳 下 的 使 计算 简单 化 。 

2) 基本 方程 的 导出 ”一般 症 把 152.3)， 二 2. 和 伐 大 (3.1 ， 
恒 得 到 可 确定 和", w" 的 方程 , 这 睫 法 是 常用 的 老 套 季 ， 而 且 酒 
起 来 也 不 很 明确 ,因而 在 这 里 采取 稍为 不同 的 讲法 。 

训 


电 一 一 6， 用 一 Mt 人 十 BE 区， (52 .6) 
了 由 (52 ,5 和 (ao，2o) 一 uo 二], 得 到 
(2 —0, (52.7) 
将 (52.6) 代 入 (52. 了 和 井 注意 (52.2) ,得 到 / 
Mouat 8V ot STIov TT EV oA EAY, (52.8) 


对 这 式 石 飞 铭 作 内 积 ,注意 吾 。o 为 日 失声 的 假定 ,因为 
CHov, 0) = Co, Houo) 一 jl uo) =0, 
所 以 
hot ely uo, Wo) t+ 8 (VY, Wo 一 六。 (53..9) 
男 姑 ,将 (52.8) 改 本 为 


由 1 有 " ”二 1 四 
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eHo— Mv eV uo— WH—ho) (dot av) + eo=0, (52,10) 
在 这 电导 大 于 一 6 的 一 种 省 算 卫 。 因 汶 吉 0 一 加 他 固有 信 为 0， 
所 点 客 的 复原 浴 是 不 存在 的 , 但 是 在 由 与 所 有 元 Ww 正 详 的 元 所 构 
碟 的 部 分 空 疝 六 内 罕 节 有 道 元 。 为 了 表示 这 个 , 璧 如 , 训 由 五 0 的 
固有 元 生成 的 完备 的 正规 止 交 系 , 设 为 各 6, 和 ,23 ;并 设 相 应 的 
固有 伟 为 hp，A4，Aa， 。 举 任 音 的 元 如 展开 为 


2 一 他 CmUmy Cm—= (WW, Hm) ， 


择 从 
N10 = D7 i (B2.11) 
定义 算 子 访 了 时, 宅 就 是 所 求 的 “和 诞 。 事 实 上 ,因为 
(Ho Mo Be, Wn) = (SW, (Ho— Non) 
Cm mE1),， 
= 性 刀 一 二 一 
(Sa0, jn) | Can =.0) 
所 以 
(Ho— ho d= —tu=W— (WwW, Uo) un, (Bb2.12) 
同 理 ,得 


SHo— ow = — 080=: Ww — (Cw, to) wo, {Bb2.18) 
出 于 2 上 如, 即 o 一 0,， 故 得 车 (Ho A Swe NM) v= 世 , 所 
以 ,在 与 w 正 交 的 部 分 窑 间 上 , 六 便 是 五 0o 一 各 的 送 。 还 须 注 意 
Sio= 0. (62 ,14) 
并 县 形 由 总 妈 的 元 与 向 正 袍 。 这 是 因为 (52,IT 二 的 右边 不 售 嫩 的 
杰 旋 。 
那 未 ,因为 由 (52, 站 知 % 上 ww, 现在 用 左 张 (52.10) ,并 注意 
(82.14), 得 到 
EyeESF meh A Sv ey 
利用 (B82.9) 消 去 入 ,下 用 5 除 之 ,得 到 
v= ~—~AVuw—eSstV -out tw, VaudSy, (52.15) 


和 
= 
下 
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共 中 
a (FV uo, Yo) ， (62.15") 
这 里 利用 了 (Vto; 一 fa 站 汶 昌 和 苞 辆 )。 
3) 基本 方程 的 充分 必要 性 〈52.15) 十 我 们 的 基本 方程 。 为 
了 便于 应 用 水 次 江 书 主 (第 2 前 ) ,可 以 把 它 碎 碱 
4 一 下 [2 (B52. 16} 


的 形式 。“ 独 数 ” 卫 [9] 虽 是 关于 % 的 “2 次 式 ”, 但 是 由 于 % 实 际 是 


向 量 (或 是 画 数 )。 因 而 ,这 方程 共 趟 代 所 想 的 犀 合 东单 。 

(2.1 的 是 9 必须 满足 的 必要 条 件 , 但 反 过 来 , 满足 这 个 式 于 
的 o 是 否 妨 能 确定 解 ,还 有 研究 的 必要 。(52.15) 的 右边 溃 项 的 最 
左边 有 因子 总 (数值 系数 除外 ) , 所 以 (52,15) 的 解 目 然 满 是 条 性 


《62.7)。 注意 了 这 一 点 后 ， 再 以 瑟 o 一 ix 左 须 (62.15)， 剧 由 


(52.12) ，(52.15) 得 到 
(Ho~— iMod = Vutouw— et —alvteyo,uuwt ew, Vu)y. 
故 若 以 (52,9) 定 义 , 通过 简单 的 计算 便 可 看 测 (52.10) 也 显然 远 
满足 ,这 就 证 明了 和 和 4 一 上 so 是 则 有 值 问题 的 解 。 
4) 报 动 航 数 的 吞 算 ”根据 深 次 近 伺 法 的 一 般 理 给 ,车 在 满足 
常 系数 下 < 过 1 的 Lipschitz 条 件 的 的 范 团 内 ,对 下 [%?]j 进行 溪 突 
注 秽 , 虽 近 人 盘 法 政 襄 ,并 六 出 (502.16) 妈 解 。 于 是 并 到 可 以 淖 双 ,并 
眉 取 |#| 充 分 的 小 ,这 个 条 任 便 能 被 满足 。 
但 是 摄 动 法 的 目的 , 与 其 计 是 用 逐次 近似 法 去 解 (52.18), 还 
不 如 冲 将 其 结果 表示 破 。 的 震级 数 更 为 重要 。 所 以 在 这 里 ， 我 个 
从 稍微 不 同 的 角 放 来 观察 一 下 (802.15)，、 洪 把 2 的 裔 数 展 天 式 
(52. 的 代入 (52.15) , 便 得 到 了 确定 水 数 &" 的 递 推 公 式 。 部 
WD SPV, 
a 中 bp Cd, Pwo) se (52.17) 
(m1, 2, 8, 0), 


| 注 i 时 = 了 
bie Ta Tn 本 ” 加 


ees Et Lt 


0 
= 


TE 下 E™ 下 人 Tk ~ 下 一 本 一 = Ld Tr 1 -1 - "mn FF Tm 
” I 四 和 人 ty pe 让 pr 上 Te PE 和 i 四 Se - | Fe ut nm bh, Fe hy - FE 上 2. , =- 
=- =- ' = - ee -+ ~ 有 Lo _ Li 1 四 中 本 号 wm” 1 ， 和 n 机 ”， 。 : 由 站 于 入 下 名 = 4 一 “了 开 一 
| 人 2 ”i - -. LT 
了 1 1 1 mm 加 - - 下 ” 了 J 
- r ,= =- “ =- 了 " 四 可 


下 PF mr 
bh F FE 1 
1 ry 
四 ois 
一 Lb 
' 
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出 此 有 


= SV wo, 
和 一 六 (FF oa SF, (b2,18) 
WoO——S{V -oST -oadSVut CFVuo, Vu) duo, 
著 把 人 代 和 大 (B62, , 便 可 算出 六， 从 而 
MD (uo, Uno) =:o, 


.1 
A [wm Vuo) 【一 人 8, .…) } D2.19) 
车 将 (B2.18) 代 大, 出 
MD = 6, MD — (SVw, Fuo), 
【57 -- i 
MVS Su, Vto), (52.20) 


NP=— (SF aS ToSVw, Vuo) 
+ (SPVao, Fe |SVeol®. z 
我 们 的 世 是 已 根据 (52.5) 正规 化 了 的 ， 如 所 周知 , 为 了 使 它 且 有 
(w, 坟 一 1 的 正规 化 条 伞 , 只 要 用 上 | 一 《x, 罗 主 除 w 部 可 。 由 于 
(4 WW) C= (Wo EW D + aD Wo ED BD. ) 
=1+ ew |e ,0) + ,wD)] + 
所 以 
W]e wt eutd + er | 一 于 lacplaso | 十 … (52.21) 
即 沪 所 求 的。 
§ 83 园 有 值 阅 题 ( 祯 ) 


1) 履 数 半径 , 酸 痊 ”为 了 指出 前 节 所 求 的 # 尖 的 知 胡 数 是 收 
全 的 ,最 便利 的 方法 是 使 用 优 般 数 。 与 关于 向 生 4 的 方程 (52.15) 
闻 时 , 考 看 关于 数 w 的 下 而 方程 。|[S | 和 示 算 于 5S 的 范 数 ( 套 照 
前 节 )。 

wo—lSV|+tslST -olote Vullslo, (538.1) 
假若 将 解 展 成 


ft 3 


和 53 男 有 人 有 章 题 ( 粮 )》 并 
Oo eo eo (63.2) 
划 决 定 必 ” 的 式 于 与 (52.17) 有 间 样 形状, 而 沪 
w= |SF], 
wmno | a | cm 十 立 Ep ol FS ede mo 
但 是 , 比 较 (82.17) 与 (Bb3.3) ,出 有 
Vwol ESF lw =iSTP|, 
| 9, Vea) Sw = | WY, Veo) | | Sw Dl 
iVwol [Se eo, 
所 凡 ,首先 得 猎 | 富 | 摆 癌 9 ， 忆 下 可 用 妇 精 法 证 明 
misom m=.1, 2, 11), 58.4 
-因此 , 对 于 使 (83. 驴 收 全 的 :8 , (52.6) 与 (52.4 中 的 杂 数 都 是 “ 息 
对 收 合 的 。 
” 桨 而 ， 因为 (563.1) 关 于 ww 是 二 诡 方 程 ， 所 鳃 它 的 解 立 郎 可 求 
出 。 两 个 解 中 的 一 个 是 


| (58.8) 


21SV1| 
1—alS(V oO) + elSF — oh) —4lVul STIsr en 
(53.5) 
它 确实 具有 有 {58.9 的 形状 ， 所 蛋 必 为 (53.2) 自身 。 至 于 这 个 曾 数 
的 Taylor 帮 数 的 收 艇 牛 征 ， 可 以 由 使 [ 1 内 为 0 的 s 值 粹 出 。 所 
以 , 漆 令 152.4) 的 收 艇 牢 径 为 则 


ra] -alr Vass (53.0) 
上 面 的 方法 永 仅 可 得 到 收 做 中 径 , 也 能 估计 出 把 儿 数 (52.3)， 
(52.4) 取 至 有 限 项 为 止 时 的 误差 (剩余 )。 这 是 因为 ,出 于 
en eom, 四 
所 和 以 对 持 3 的 剩 杀 ， 趟 天 于 相应 的 o 的 剩余。 于 是 允 于 天 的 番 祭 
可 得 


5 
5 四 
re 3 1 
- = 由 
“ “ 中 i 和 ji 1 ， 站 | ” 


9 四 i 9 -1 a " - | 本 本 - ~ * …- 四 ' 
[i 下 b 1L™ 下 一 
四 = 了 Te rE rl er br 1 5 二 一 ai 亲 人 = 
ee ye 


本 
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一 (oo 十 Be 十 二 | 
= [ev ew nd: 二 Be" om) | 
|s|fom (tw dTFew Te wm )]. (b3.7) 
再 由 2.9) ; 作为 人 的 番 余 4m 苦 蕊 ， 可 得 
| 和 一 (二 8 十 二 
= |e]?| (0 (DF eu ®t em 2um)), Vuo) | 
isl Vw {om Cw dew ®t +e on)] 、(53.8) 
这 些 式 中 的 w@ 如 (63.5). 
2) 注意 事项 ”为 了 使 上 面 的 精 果 正确 , S, SV 必须 为 有 界 
算 子 。 若 Ho 的 固有 值 ko 珀 全 时 ,及 确 为 悄 界 的 , 即 
IS| 1/a. (53.9) 
这 里 的 G 表 示 地 的 其 余 的 而 有 值 为 , hr， …' 中 与 ko 最 近 的 到 ho 
的 距离 。 和 视 磊 .562.11) 趟 难得 知 


swp= 避 二 ss 南 访 Il*s1 针 . 


车 矿 有 界 , 则 SV 当然 有 界 , 但 天 无 界 时 ,SF 也 可 能 有 界 。 

那 只 要 六 为 “与 Ho 相 比 有 异 ” 即 可 。 确 切 的 襄 ; 有 满足 
JVwlN wl NEHo0] ” 

的 常数 寻 , NW 即 可 。 

若 这 样 的 条 件 不 袖 灌 足 , SF 无 界 , 期 好 数 (52.3)，(52. 人 是 
否 收 化 , 便 不 得 而 知 了 。 实 际 上 , 对 于 无 论 多 么 小 的 s 关 0 也 可 能 
发 散 。 不 但 如 此 ,也 可 能 由 某 个 mm 起, 求 不 出 再 下 面 的 Xe 与 wm 
了 。 但 是 在 这 种 情况 下 ,和 并 示 能 狼 : 拔 动 法 是 无 效 的 。 作 为 千 般 数 
永 收 铝 , 井 且 仅 存 在 有 限 个 项 的 8 的 般 数 , 漆 把 苞 解 释 为 s_>0 时 
的 潮 近 般 数 ， 常 常会 很 有 用 处 。 因 为 这 部 分 的 内 容 属 子 奇异 摄 动 
论 , 故 本 书 中 不 进行 研究 了 。 

若非 摄 动 加 有 值 Xe 为 多 重 时 ， 不 改变 上 面 的 论述 是 不 行 的 ， 


和 
，。 


二 


1 
和 - 
和 
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有 的 地 方 迪 须 作 适当 地 人 修正。 人 是 这 些 修正 不 过 是 形 起 的 问题 ， 
本 书 因 篇 幅 的 限制 ,特此 省 覆 。 


rt 
例 一 十 ET 一 二 全 一 3， 兰芝 工 ， 


边界 条 性 ， 
wi0) 一 此 CI) =0, 


采用 
20 一 了 3 一生 ,8S6960， wir} = 2 gin ww 
作为 s 一 0 时 的 非 摄 动因 有 桔 浊 是 的 解 。》o 为 最 小 固 下 人 和 值 ， 因 其 虫 高 最 近 的 
加 有 人 植 罗 为 一 3) 压 d=3z3, 从 而 | = 工 号 = 二 3x3， 素 因 下 是 乘 以 名 一 1 
的 算 子 : 因 |2% 一 1| 硅 4 (0 竺 # 关 了 ,所 以 JT1]=4， 因而 
sv SIF El 3. 


- i 
= lm 有 


又 因为 


可 
上 
=- - 上 1 
bb 四 到 
上 一 r 
| 


Vwl?=2 | (oT—1)3 sin wrar=0.1307, 
Fw] :=0.3615, a=0, 
从 此 ;根据 (53,6)* 与 & 的 展 逢 式 的 收 误 个 笃 都 为 
1 Dv. 36015 -1 
rs( Bx 二 3 
沼 8= 了 I 时， 共 取 * 的 般 歼 的 前 数 确 ) 试 求 这 时 的 襄 凑 。 于 63.3)y 著 合 
和 } 一 1 并 注意 xD 一 & 一 0， 刚 得 到 
| 一 zx 至 | 可 至 0.0126， 和 一 全 .8695 十 0.0136 
车 计算 到 2 项, 则 得到 
[0 — hrwl wD 0.00043, 
由 C62.20) ，%3 的 值 是 


ET 
四 人 
0 


一 上 3 .44， 


四 四 器 站 有 四 ~” 
~ 1 2 ; oo 1 
Ub re = LF A ' 
i 3 eh 


A — (HF, Vto), + 
蕊 根据 5 的 式 (53.1D ， 则 和 


MD | Wn) | 
,2 A 一 Mo 

六 辟 1 1 ws ， 9 

= ep (fF C22— 1)sin Cnt 1 sr gin rude ) 

0 


加 站 < - 
小 TT it- 一 1) 9 


= 0. 00438., 


站 
| 


加 二. 


"wr 
EF 四 
| P Li PF -Pp 一 ae a 下 Hb 1 pk 站 "i = 
癌 1 1 TH PP 于 HR Re 有 站 bu -We oe 由 -_ 
TT - 由 了 '» =- D =" LL TT" a - =- 
=- 二 -re 9 =- -ll , 四 =- % =- 
1 下 = Em -| 本 = J 
四 和 = “ ™ a 


1 和 第 7 查 撤 动 法 
HHE 
»=9.86523 上 £0.00043. 
我 们 虽然 艇 求 出 
aD |=0.000018, 
得 计 广 % 还 是 相当 县 类 有 的。 


mm 


A 


' 
| 
= 


第 8 证 WKB 法 


若 微 分 方程 全 有 小 套数 8 (或 天 伏 数 问 ， 当 大 数 为 0 (或 无 限 大 ) 的 方程 
的 解 管 易 求 出 时 ， 氢 动 法 中 常 将 此 解 作 汶 第 站 近似， 然后 逐次 增高 近似 的 精 
多 程度 {第 7 介 ) 。 但 是 ， 对 特殊 情形 , 老 广 程 的 最 高 阶 项 的 骤 数 在 极限 精光 
变 成 非常 小 的 时 候 , 这 个 方法 弟 涡 陷于 类 履 ， 

处 理 这 种 特殊 情形 , 需要 对 不 同 的 情形 使 用 独特 的 办 法 。 这 样 所 得 到 的 
解 一 般 称 为 光 近 解 。 这 时 即使 把 这 次 近似 作 到 头 , 也 不 一 定 能 获得 收 侣 的 结 
果 。 但 是 就 故 数 值 而 襄 ， 常 能 玉 它 的 虹 穴 几 项 表示 出 与 证 正解 攻 鸭 相 近 曲 
值 , 所 以 这 种 二 法 也 是 很 有 用 的 。 

这 种 汽 半 中 ， 最 菠 镍 的 是 由 于 解 2 阶 常 微分 去 程 而 发 展 起 来 的 WKB 
和 法。 本章 以 夕 述 这 个 广 法 为 主 ,再 涉及 一 些 关 于 这 个 太 法 在 旭 微 分 太 程 上 的 
直接 应 用 。 


804 引 于 


Jeffreys 为 了 解 最 古典 的 波动 问题 ,对 于 求 关 于 ?的 画 者 
省 (21 的 22 人 微分 方程 仿 


P(e) B= 0 (54.1) 
当 一 o0 时 的 钳 近 和 解 的 方法 ， 作 了 有 条 箔 的 论述 (1924}， 另 外， 


人 ”最 一 般 的 方程 
生 +2a(e)S 一 二 一 0 (B54.1") 


对 请 数 作 里 换 ， 
We] = xD | -ace OU—a mrs}, 


或 省 ; 怀 扩 于 六 于 数 
t = |e i zs 
也 可 入 为 标 浴 形 人 二 .;y 因 六 各 人 .了 记 福 是 流 可 


1 了 一 bb ” =- H - L ” 四 
- [Ah 志 "一 站 Ep Pe - 1 pb - ~- =- b 
i - 


四 D 
- a pp Pp ee Ee 


本 
=- -i = - 
i eT nn | 时 a 


一 “ph [9 
mm 一 4 口 i pe pe 上 了 Pn pn P| | -i | ey 四 | 中 Ep 证 | a a ,Te 司 "ee 2 
ET "PO 
ee a 2 | 上 "= Tr Pu le - 了 rr Te = TY ~ ~ =- “ =- 了 和 了 四 Trp i rk 
Ly _ L i i 加 = A Pr | - = = bE “= Pe eo a 
mm 下 a > Fe= | Le - = 四 一 " a A ™ ~ = - = 1 ”~ =- -= 一 于 = ” 
3 = - 一 = 了 ~” 一 号 rr ” 上 四 | ee 
: : 、 - : - 同人 - - 、 “ .. 了 Ye rl 
™ 的 四 
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Wentzel], Kramerd,， Brillouin 等 (9261 为 了 探 科 在 Seprodineer 
方程 中 , 当 了 PlancE 常数 及 赵 近 0 时 所 出现 的 (在 典 力学 的 极限 } 性 
质 , 和 粒子 遂 过 热 (potentiar) 壮 的 图 题 ， 各 自 独 立地 进行 过 研究 。 
因此 ,更 分 株 这 种 方法 为 Jeffreys 方法 ，WKB 法 或 WKBJ 
Eo 
在 (54. 了 ) 中 ,着 篇 单 地 合 1->co, 并 忽视 所 三 ， 则 它 就 不 成 为 


微分 方程 了 。 实际 上 , 车 以 矿 除 (54.1) ,以 二 妈 代 远 独 立 变数 
z, 如 无 醒 从 表面 上 消失 ,但 是 可 以 活 到 ,第 工 项 并 不 是 想象 那样 可 
以 随便 忽 议 的 。 特 别 是 , 当 了 为 常数 时 的 解 是 

WB— Aervre Be—wvrs, (54 .9 
由 此 它 的 作用 便 可 一 目 了 然 。 上 上面 提 到 的 几 个 人 所 有 取 的 方法 是 : 
总 假 识 训 (2) 与 天棚 比 变 动 黄 微 , 即位 乎 接近 于 一 定 的 常数 , 并 假 
定 方 程 具有 与 (54.2) 形状 相似 的 近似 解 


=ezp[isop (2)], (D4 .3) 
指 (54.3) 代 天 454.1) , 同 得 
php" + 0. (54.4) 
第 2 项 比 其 余 的 项 小 , 若 将 它 急 现 , 取 第 0 近似 为 
py = 二? (54.5) 
序 得 
po | PYaz. (54 .6) 
当 卫 鸭 一 定时 , 宅 就 是 中 4.2)， 为 了 了 解 在 (54. 人 中 所 怨 虞 的 
dbo | lo 
中 一 gs- < 1 1B4.7) 
的 演义 ,将 (64. 全 代 大 , 则 有 
i> | | (54.8 
和 | Fe 2 ) 


5 相间 工作 


帕 壕 就 能 知道 近似 破位 的 必 模 条 人 尾 ， 特 别 变 注意 下 话 几 点 : 
(i) 在 了 变化 激 全 (了 P' 天) 处， 相应 地 ,下 世间 须 天 。 和 家 反 
证 ,在 二 [的 蛮 化 维和 ,出 即便 站 村 上 焉 很 小 也 涪 认 尖 了 对 。 
(这) 在 了 一 4 处 不 论 取 甸 大 的 下 上述 的 近 令 世 是 无 春 必 的 。 
一 般 地 , 称 耳 (2) 的 壳 点 xo(P (zw) = 0 为 转移 点 (turning point)。 
在 妨 种 点 出 再 在 问题 区 和 研 时 ,就 需 坚 特殊 的 讨论 。 
竺 别 在 实 商 数 的 汽 图 内 ，z 一 % 二 实数, 若 训 ,了 也 为 实数 ,在 
请 (Ww) 福 0 的 区 域 ,由 (64.3),，164. 介 可 知 , 当 近 人 羽 解 中 的 指数 为 祁 
和 弄 数 寺 ,近似 解 汉 三角 匡 数 ( 拓 动 型 ) ， 在 了 {we) <0 的 人 区域, 当 指 
要 为 性 数 时 ,， 解 为 单调 的 指数 凋 数 型 。(154.2) 便 是 它们 的 典 弄 博 
形 。 
例 在 1 稚 能 场 FCr), 质量 于 的 粒子 运动 的 Sehriidinger 三 程 是 
人 V+ EV 0, (54.9) 
五 是 全 能 量 。22077 和 三 运 喜 能 百 一 Fkz) 分 明 Vix} 
相当 于 说 与 Ptz)。 卫 <0 相当 于 古里 昔 葡 中 
种 于 坦 不 去 的 区 域 { 运 动能 为 侦 ) ,粒子 在 得 移 
喜多 外 返回， 其 运动 区 域 限于 了 Pix)= 吉 一 


>0， 在 量子 力学 里 ， 注 率 振幅 ¥ 的 稳 对 值 ， 
当 了 >0 时 ,为 振动 型 。P<0 了 时, 党 稍 微 离开 
zo; 刚 恒 是 指数 型 的 。 图 路- 
在 折射 率 在 每 点 都 不 同 的 介质 中 ， 波 的 传播 也 满足 与 此 形状 相同 的 鼎 
程 。 


在 实际 问题 中 , 会 出 现 阶 数 更 高 的 方程 (例如 , 粘性 波 体 流 居 
的 稳定 性 ， 强 性 论 里 对 于 承受 载荷 与 张力 的 薄板 间 题 的 4 阶 以 上 
的 方程) ,但 是 处 理 的 基本 方法 与 这 里 所 讲 的 是 一 样 的 。 

仿 微 分 方程 问题 ,车 方 释 可 能 分 痪 变量 时 , 也 归 赤 为 ( 列 . 力 的 
问题 。 一 般 在 这 种 请 形 的 解 是 特殊 丙 数 , 并 可 形式 的 号 苞 元 穷 狼 
数 或 无 穷 积分 的 形状 。 但 是 作 实 际 欧 数 倍 计算 时 , 若 不 借助 于 


1 
- 。 - “ a a - ' 
“ mm 史 " 出 Ly -” 1 一 a [站 es 
Te ee re 


I 上 ” 的 
本 + ， ， ， - _ ， ， 
T = 。 - =- =- nt 一 ' 
- 人 - 1 =! J 1 下 uk -~ EO 
si 二 二 pm ie rp Th Fe a - 
Rr i ee a mr 


一 本 No i 人 ”，-- = ~ 
pp 


一 ” ”” on 这 人 


TT 


mL- 1 "TT “一 = 本 =, er = 品 了 中 = = 
- = = r 5 = = - = 
[1 he ~- ? ? =" 本 1 本 , A ” & = Po Be - 加 本 “ - i 加 “= =- | 
” 了 “ = = -- ™ ™ 
| =- =- ” =- - 
_ 1 =- = " 2 四 
1 
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《54 .全 在 有 >eo 时 的 狐 近 展开 , 常常 是 达 不 玫 日 的 的 。 在 不 能 归 
粘 汶 对 知 的 特殊 画 煞 的 情形 ,形式 解 的 作用 夸 更 吉 不 到 了 。 

对 于 冰 表 分 夜 普 量 的 仿 徽 分 方程 ， 术 近 也 开始 就 琴 了 应 接 推 
广 上 面 的 方 注 , 借 避 求 厅 程 的 渐 浊 解 ( 当 然 需 可 满足 边界 杀人 忻 各 彻 
冶 条 忻 )。 


站 污 转 移 点 的 情形 
在 离开 转移 点 的 地 方 , 增 高 (834. 全 的 近 伺 十 容易 的 。 包 ,人 


p= po 十 并 pi 二 让 my (5B .1) 

代 久 64.4) , 青 比 较 司 ,， 襄 ， 可 各 项 , 则 得 
pp 一 P， (55 
2p591— dp (55.8) 


go0p2— ip — pi, (55 .4) 


了 


1 - rr ! i 
py 十 PY， Vi 如 og P)'， (65. 本 


ip 一 2 P24PPY 5 
290 32Pp2, On) 
得 分 淹 作 关于 % 的 积分 ,然后 代 . 人 (55.14)，{54.3), 期 得 


1 
Eexp E24 PYdz— 荆 log P+ | 
一 工 | 1 
= 10oxp( 寺 ik) 二 (二) ， [55 .7) 


= 一 | pias, (55 .8) 


洲 闻 题 限 于 筑 ' 本 孝 时 ,应 区 中 呈 >0, 了 之 0 的 情形 ,比较 便利 


55 无 恒 移 点 的 情形 179 
的 方法 是 ,对 瑟 >0 序 总 动 型 , 取 
BoP [Aerr + pewr] (55 .0) 
对 呈 <0 即 指 数 型 (注意 一 士 S ?|), 到 
B= |P. 1A'et "Brot , (55.9) 


普通 应 由 的 WEB 万 法 党 是 注 足 于 放样 的 近 位 程 摩 。 


饮 ”Sesscl 区 数 的 浙 近 中 开 1L) 、Besscl 图 数 品 人 2) 是 下 列 微 匣 方程 的 
由 + 
人 + 二 人 + 一 )w= 0. C55 .10) 
当 变 数 大 与 式 数 vv 相 比 , 非常 大 时 , 容易 求 出 泗 近 展开 但 涝 zz 各 同 
时 卉 太 时 , 溺 近 屋 汗 的 求 革 就 非常 困难 了 , 莹 通 要 用 纵 点 法 去 求 (雪恨 本 从 书 
< 竺 珠玉 数 ») 。 在 这 里 作为 其 中 的 一 种 情形 ， 求 # 为 有 限 ， 和 着 不 太 接 近 填 ， 
vz 二 上 非常 大 时 的 Gkz) 的 渐 近 展开 人 Dehye 的 渐 近 屡 开 ) 。 抄 照 54. 了 的 脚 
注 ; 先 进行 攻 数 变换 并 坦 碟 24020 =1z， 册 得 


D8) = 0 Chs) exp | 芝 = WA 的， (55.11) 


1 
ds 


股 上 v= 取 yo%， 期 在 865.) 的 精确 庆 上 可 息 顶 忆 G 的 最 后 的 项 。 转 称 
感 的 位 堵 与 4 二 1 非常 接近 。 为 使 二 5.5) 的 积分 简 候 ， 贞 #=se05， 划 得 
dz 二 secipsin9d8, 营 忽 要 O083) 项 , 草 有 

Prsin?#, (B85.13) 


ss 一- az=| tani0ad0 =tand — 2, B58.14) 
特此 式 代 入 {585. 中 ,出 得 


Ck See 0) = ~ 于 


WP) = 


Es exp[+tr(tan 08 站]. (655.15) 


与 急 5. 人 同样, 若 * 为 比 1 小 的 实 烽 时 ;他 2 一 seoh8， 共 中 日 也 为 实数 较为 恒 


利 。 此 时 
Ps—Snbd, r=#ttianh? on, {B65.16) 


(55.12) 


= 9 2 -= - 和 - 四 
4 = = 1 = “ 本 四 ” 1 
_ = 4 Le -i , ee 2 " A 1 - 1 . - 
i 


本 Pr 
J 


了 和 尾 弟 8 章 WKB 法 


吕 二 下 | | 


1 
CF sech ) gee Yi EN 


一 ey cxp[ Ertanh 8 ],. 5.17Y 
节 除 挤 这 里 的 币 数 因子 ; 旭 包 与 在 (533.1 中 把 8 柳 成 负 后 所 得 的 式 子 相间 ， 
得 是 因为 8=0 是 转 秘 点 ， 政 害 要 特 出 注意 爽 者 这 用 既 深 有 过 搂 关 腰 , 也 之 
有 解析 媳 丘 和 的 关系 。 

现在 乒 出 Bessel 楠 数 的 标准 形 (第 1 种 Bessel 西数 ) JxtEw)， Hankal 
画 数 到 EChs)， 古 CEz) 等 的 关系 。 在 (55.15) 中 ,固定 上 到 9-> 志 ,从 而 车 全 
se 6 oo 并 于 启 tan 9 一 Vi666 一 sec 0 ( 为 了 简单 起 见 ， 使 0< 6< 喜 ) 则 


得 


CECk gec HY ~ -一 ex | = i (se 6 一 5) . (55.18Y 


将 这 个 式 于 与 Hankel 国 烙 Hohe 下 | 嫩 | 一 拓 时 的 沐 近 展开 Cv 固定 }) ;部 


了 2 ~ ) ” BB 互让 + if pe 一 -可 一 三 ) ; 


| 下 | = 0, |arg js] 到 机 (55, 19) 
比 坎 , 副 得 


本 i: cm 
C¥(hs) =( 于 ) "et pr? Cs), (55 .20) 
或 者 
1 加 当 | 1 区 下 . 
HE*C gee O) ~ i exp| +ik(an? 0) 二 他 i (55.21) 
[arg kl < 0<0=5. 


及 外 在 人 5 六 中 着 使 基 固定 ) 5? oo 期 和 一 seepn 0>0 (全 0<8<v0)， 
因 潭 


tnnhp~1— Otr), . ~ — lo 1 (55.22) 
故 有 
全 (ko 一 exp] + tlog 2 (3 上 et (BS .23) 


将 此 却 与 种 工种 Bessel 医 数 J 了 gCE2) 当 六 国定; #0 时 的 展开 式 
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sy ET ， 
J RE) Flr (Tf 十 于 负 整 娄 ) (05.24) 
比 过 , 剧 得 | 
CF) TALE ) Turkr)) xz~>0, 《55 .26) 
王者 
【下 /es 
J ~ , _ 
“raeoh 0) TT ts Ptettanh ~ 6)] 
(oo > 0>0). (55 ,36) 


车 售 Rek>0， 再 利用 Stirling 公式 T(1+ 阳 ~vV2ECk/e)* 以 及 公 汇 
TE)TOIL 一 EF) 一 /sin (pz)， 恒 可 宇 成 更 简单 的 形式 ( 注 章 大 为 整数 时 ，y_x 
一 《一 了 87 ;部 


1 
A expEi(ttanh ~ 1], 


~ 2 gin Ex 
vin Ptanhe 6 


Re F000， 一 正二 整 沼 ， 
因 >>0 时 > 可 nh8， 肥 Re>0 村 了 -Fo) 交 JR (w>> 们 省 恨 
Rs(z) 和 关于 Neumann 的 Y,(2) 的 公式 


dw th sech 8} ~ (5 .27) 


Ys) Br Ls ym TS —J_,(3) | 


二 | (6b5 .0) 


Hy J) Li, (2), 
息 裔 微小 量 AO) ， 划 下 生成 评 : 


Go 一 一 了 Go) ~ 和 kho) ~ ( iE )J Chie) 


， 2 
~ IN rin ox pfs—tanh WI" (D5 .20) 


heg~0, r=sechd?, 0<0<o0, 
对 于 (55.21) 合 5-> 论 后 , 形式 上 不 一 定 雍 够 得 出 (55.29) ,理由 显然 是 由 于 
转移 上 总 0 一 于 的 闪 在 。 


$56 Liouville 变换 
为 了 从 狐 学 理 窒 上 使 近代 的 性 质 和 认 着 的 估计 更加 上 有 明确， 她 
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便利 的 方法 引用 (563. 让 所 未 的 变 挤 
BP iy, (56. 1) 
5 | Pp?2 de, (56.2) 


将 夯 效 由 四 化 为 于 ,名 衬 杰 数 有 “上 化 为 这 是 Lionuville 在 
Bturm-Liouvillo 由 是 下 迪 人 的 变换 。 甘于 ?的 徽 他 以 “r" 表 之 , 关 
于 7 的 微分 凡 " ”及 之 ， 车 合 Ps = 3 了, 


1 GT J 1" do 由 四 可 i 
而 机 


把 由 此 得 出 的 关系 式 
LV/X, PXIMdP/X) dm, 
VXIiaN VY— XP /dr ENV ED) 


二 el 1 1 ™ - ] 
一 把 一 了 -了 ( 却 )- -了 3 -到 了- 去 ) 一 一 了 27 (B56. 4) 
代入 (84.1) , 草 得 
» 
(8) 0， (58.5) 
这 里 的 总 是 
QP CPM 一 一 全 (Pi) 
_ 4PP"—6P’? 
Ps We 
由 这 里 就 知道 ， 


(1) 游 是 8 一 0, 印 名 = 了 Yermr 铬 出 了 (54.1) 的 精确 解 
这 时 从 (56.6) 的 最 后 第 一 式 为 0, 即 有 


.1 
刀 “一 人 8 十 91， 也 就 是 了 一 


一 
CE (B6. 7 


各 


a 


556 上 ivuvillo 卫 摘 199 

于 是 
5 A 
NN 
< 一 | {2 十 D) 2 四 2 |p 
薄 卫 为 着 秋 画 数 , 开 无 辑 移 点 ， 划 在 辣 题 中 的 总 2 的 过 侍 适 当 培 


(56 .人 ) 


选取 常数 PP, 9， 办- 以 (66 全 形 的 画 儿 作为 天 的 近 个 (例如 , 坦 到 交 . 


应 的 切线 相合 ) ,于 末 即 便 太 证 家 小 的 数 , 也 可 以 得 封 很 好 的 近 侦 。 
( 福 》 (56. 情 指出 了 一 种 逐次 近似 法 ， 艺 著 桓 交 | 人 | , 则 怠 的 
项 对 太 来 褒 可 以 忽 赂 ,首先 介 龟 一 0， 如 我 便 所 看 到 的 那样 ,其 解 


为 
Volt) = dezr Be-mr. (56.9) 
为 了 得 到 进一步 的 近 介 ,可 把 156.5) 与 
SS + QW, (56 .10) 


假 著 此 式 的 右边 是 已 知 的 ， 则 此 式 为 关于 包 的 非 齐 次 方 程 ， 参照 
齐 次 解 (56.9) , 并 利用 待定 条 数 法 形式 的 求解 ， 区 坦 到 关乎 多 的 
Yolterra 第 2 种 积分 方程 


p(s) =Aetr+ Bo-wr+ 过 | sin F(T—DQWDP A. (56.11) 
特别 ,当天 为 实数 >0 时 ,车 卫 为 在 问题 的 区 间 m<r<m 内 
的 正 的 实 丽 数 ， 其 近 傍 没有 转移 点 ， 呈 至 少 2 阶 束 灶 可 微 。 则 由 
(B66.6) @ 艳 为 有 界 的 连 粳 丽 教 。 屠 未 , 若 程 据 积 分 方程 理论 ,分 
(56.9) 为 第 0 近似 ， 将 此 代 天 右边 积分 中 的 匀 , 把 得 漳 的 画 数 

要 ,等 壮 次 代 大 积分 内 的 多， 导出 般 数 
yr) = Dls) (56 .12) 

但 其 中 

Wo— Wo, 天 | sin str—D Oa (Bb6.18) 
当 W_yce 时 条 数 在 区 加 加 < 中 一 致 收 蜗 ,从 而 (58.1) 葵 出 
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了 (886.19) 的 解 。 奴 落 证 ?| 的 最 大 值 为 uax， 利 用 数学 吴 攻 法 亚 


然 能 诅 昭 下面 购 式 六 : 
1 和 十 1 县 和 | 
| th (TT) < 二 一 Cs Te (D6 由 ]4) 


:从 而 基 (906.12) 为 宫 入 江 们 时 ,如 盖 沪 


村 一 到 w(D < > | [车 二 Ce ro 


2 


aa [十 1 了 吾 | Waar TI 一 Ta 
TI yoxp| 天 | 


Obs+1 (56.15) 
{Q 为 适当 的 常数 ). 特别 落 珊 站 =0, 黄 可 条 (6.9) 的 误差 为 
O18), 

乌 是 ,除去 等 殊 情 形 外 ,1156.18) 中 的 积分 如 是 不 容易 计算 的 。 
又 当 kr 取 复 数值 时 , 因 得 不 出 | sn gz 一 六 | 二 二 所 以 得 不 到 估计 
式 (Bb6.165) ,此 时 玉林 近 估计 | 久 一 全 wy | 之 CB 
来 代替 。 从 而 在 洋 际 间 题 中 ,正人 象 以 后 所 壕 的 那样 ,形式 的 假定 


条 
Wy ~ oxp wT) =0xp | t+ 之 (aE)} pn (tT) | (B66.16) 


职 省 ， 


» / 
Wy 之 关 (Tr) er, (BO ,17) 


碎 此 伐 大 66. 本 ， 百 比较 天 的 各 车 从 而 定 出 徊 怠 由 比较 便利 。 


但 是 得 到 的 梧 革 的 胡 数 一 般 是 层 正 春 义 的 新 近 角 数 ， 而 当 六 一 ce 


时 税 出 了 发 散 的 车 果 。 


57 和 汛情 移 点 情形 的 精密 化 


把 {56.16) 代 人 (586.5) ,再 除 去 因数 ezp ptr ， 测 得 到 
?十 9 十 本 一 外 一 0， 《567 


和 57 大同 移 点 情 撒 的 帖 富 比 185 
En 
NV 时 则 。 生 四 
24 之 ， (下 "ip, 十 之 : (0 
十 >3 3 (a png —@ 0. (57 2) 
1 入】 和 几 二 工 
全 和 的 尝 阳 相册 洁 夫 ,加 得 
(LENO: 2mi 一 全 ， {BY .8) 
(oR) TE: 2ps tg =0, (D7 .4) 
(i :2p Gat pi: 0， (57 .只 
{48) Nt Dp Py ,+ A 3 Boy_m_ i 0, (Bb7 .68) 


7 3) 顺 次 线 之 ,并 略 去 积分 常数 ,容易 得 到 
0 Ps 一 一 当代 ~ 一 于 @， 


(6+) -He fw) 


ps=—5(7+2|p0sdr ) 


Dt . (57 .7) 
至 于 另 析 的 一 个 独 伍 和解 ， 只 要 在 上 式 中 作 代 换 庆 > 一 4 就 得 出 了 。 
粽 合 上 面 所 述 ， 式 得 到 丁 信 天 (4948) 会 


tT gar 2 A -他 十 一 (人 一 | ecar) 


一 1 (一 299|+ 0( 南 )， ‘B17 .8) 


现在 再 包 单 地 介 亲 一 下 ， 市 (87 .3) ~ (B97. 外 所 决定 的 当 x 就 
是 (66.10) 的 粕 近 解 。 当 然 害 可 假 发 在 7 的 变 域 及 其 近 傍 无 加 移 


可 a J =- - 辐 er , - 一] r™ -= 
a A 
本 = 

本 


{ea I 
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点 ,并 设 QC 六 生生 焉 则 。 
训 
(rT,wIT), (57 .0) 
入 大 (66.10) , 插 奸 六 关于 包 交 方程 , 则 笠 
ia wr w=0, (57 .10) 
GD PQ+ om (57 .11) 
。， 


然而 根据 (8.3 一 (87.6) ,有 
GT) = Qt+y 二 + 


.. Nn N+n-1 。 。 
一 (| gy+ 们 人 人 Pantp-a | 


=O(b-*), (57 .12) 
即 如 (是 只 有 上 面 估 刘 的 饭 知 的 有 界 连 棱 画 数 。 
以 多 wy 秉 (57.10) ,将 它 改 后 为 
[PE] + DEG =0, (57 .13) 
再 再 至 志和 积分 (就 各 (Ti) 一 0), 得 
wh (sol) | WED GD wD (57 .14) 


对 此 再 积分 一 次 ,选取 能 使 wkzhj 一 二 成 并 的 积分 常数 , 交 措 积分 
奢 序 后 , 则 得 


wlr) =—1—|" [py (Ias|" 外 好 全 加 全 (57.10) 
-1 一 | K(r, DG wd, (57.186) 


K(r, =| BE) [Ws (8) ds, (57 .17) 


车 | 六 充分 大 了 时， 则 | 至 wk) 1 为 17 的 单 疆 画 数 , 不 险 呈 了 育 m 或 站 
中 的 那 一 全 ,都 有 可 能 使 | 更 人 ， wG| 于 1, 从 而 得 到 
[Ki{r, | 三 Yo 一 二 ， 


(和 
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再 参照 (57.12),， 井 作 与 前 章 相 同 的 计 论 ， 可 将 名册 俏 定 为 
Volterra 各 分 方程 的 解 , 驹 充分 大 的 者 ， 有 

WT} -=O EE *), 
由 二 7 9) 知道 

By[lOt.E| 一) (57 .18) 
` 有 咀 立 。 最 后 的 式 子 表示 到 rr 是 玉 的 斯 近 展 开 , 相 对 慎 益 为 O08 站. 
例 “Bessel 画 数 的 渐 近 展开 (32) .在 155.10) 中 醋 了 = 的 刚 对 四 一 CatRet) 


得 
tie lw=0, 7,19) 
为 了 求 出 精确 的 值 , 用 这 种 形式 比 避 5.10) 和 便利。 为 了 与 丰 556 的 嬉 果 线 较 , 珊 
8 本 sc 日， (67 .20) 
刚 得 
d= 一 可 Jog cos d=tan od8., 《Dr .21) 


=e —1=tan? 0, r=| tan = |tan2 0 dg =tan Gg—8. (67.22) 
男 外 由 蛋 86. 人 ,得 


0=— Pi (PH | 
dr vtanig tan? GeLtan dd wtandd 


D2 cos? 8 十 工 
四 Slingp ” 
Q= | gar= | Q tant0 80=- cots 6 十 地 o046. (57 .23) 


当 6 一 二 时 ,9 人 者 趋 于 0， 代 大 (57.8) , 合 9 一 与 ,再 与 665,19) 上 比较, 确定 
常数 因子 , 则 得 (55. 噶 ) 的 精密 形式 


HEL?Ck see 的 一 MY 一 人 exp| 土 读 (tau 9 一 从 干 车 i 千 友 一 全 


二 如 + OCs) | (D7 .24) 


于 每 本 = 
四 9 Fh = 和] 


一 是 一 已 
1 到 a 上 dh TT T= 
Me Ee: i 1 pee ee Eo 2 "rb 
加 Ea 1 -rr - 
bp 
全 “ 和 


本 
= 2 ™ =- 
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8 58 20 一人 (3 一 20) ”的 情形 


在 卫 (%) 的 需 点 的 近 傍 , 前 章 中 的 总 , 对 部下 为 无 穷 大 ， 蔡 且 
不 哥 能 用 和 逐 钦 近 但 的 方 落 。 巡 原 方 程 054. 卫 的 解 , 当 友 为 整 画 
狼 且 际 去 无 穷 过 点 恒 有 其 他 的 奇异 点 时 ,省 热 仍 是 整 贺 数 ,所 以 前 
近 解 象 (54.3) ，(54.6) 那样 ， 显然 以 转移 点 为 分 慷 点 (注意 VP)， 


如 当 2 一 w 的 幅 角 改变 2 时 ( 秋 转 称 点 转 一 周 ) , 不 会 回 到 原来 的 


值 。 从 而 , 要 解 决 (55.9) 所 表示 的 一 解 延 拓 到 区 域 了 <<0 的 问题 
时 ， 只 简单 地 就 (55.8) 作 替换 r > 和 是 钳 屠 的 。 因 为 假若 这 样 位 
年 可 忌 的 语 ， 划 替换 一 > 一 217| 起 应 该 同样 是 光 许 的 ,但 前 潜 得 
de >4e “而 后 者 得 一 4ex7 , 故 产 生 完 全 相反 的 辐 果 。 疆 末 
突 珊 如 何 才 能 解决 解 在 转移 点 近 堪 的 形状 ， 以 及 转 移 点 外 渐 近 解 
的 延 白 贿 题 呢 ? 

为 了 解 块 这 个 向 题 , 最 好 采用 下 面 的 方法 : 先 郑 虑 一 种 箭 音 的 
情形 ， 部 对 一 个 实际 存在 的 转移 点 ， 已 知 其 精确 解 的 情形 。 然 后 
仿照 这 个 解 再 考虑 哆 复杂 的 情形 (注意 从 64. 妨 得 到 (B54. 中 的 思 


粗 )。 
最 简单 的 荐 上 企 z 一 za 处 有 全 识 震 后 
Pp (2) 一 ai 人 (2 一 2 (58.1) 
的 情形 。 此 时 (654.1) 可 写成 
bgs 一 20) "一 0. (58.2) 


.利用 (88.11)，(56.2) 和 将 变数 换 太 
PP! Dati(s— wo)! , 
T= va| (2—20)2 ds = 2 9 (ss) 人 (58.3) 
央 击 (566.6) ,人 


-1 
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a (58.4) 


将 此 代入 (56.5) , 烙 果 (B58.2) 归 辕 为 
ri 
QT’ 


套 照 (55.11)，(585.12) ， 出 知 (683.5) 的 和 解 可 利用 图 柱 图 数 0,, 坎 
示 次 数 为 


+(e) =0. (58.65) 


1 


一 下 于 可 (B58.8) 
的 圆柱 丽 数 
Wocv TO, (kr), (58.7) 
其 中 > 由 
3 1 加 1 
"4 na 
熔 出 。 妈 (58. 史 的 解 是 
BecP IVFO br) Von0, (Qh alsa) ), 


oT (Fr). - (b8.8) 
再 考 辜 到 当 6-30 时 , O05t6) 与 et 成 比例 ,及 (68. 旬 , 则 从 (58.8) 
可知 在 -加 的 江 迟 于 关于 zz 是 正则 的 。 458.8) 确 为 的 整 诸 
煞 。 消 取 Hankel 天 数 瑟 5 tTY) 种 ytt) 作为 Cz) 居 
P= vr [LAHi(hT) + BECG7)], (B83.9) 
于 于 |XT|->co 时 , 吾 , (b+7) 的 渐 近 展开 , 当 ,arg htT) | 过 Tw 他, 可 由 
《55 .49) ,Ep 


下 - 
=- Ep - 
b 下 
i 


四 
可 


- bh 
- 四 9 四 
上 a 


Eo = =- 
Te eps 
| T= Te a =- 
一 I a I 上 = 
1 - - 四 “一 『 ~ = 下 
a 
r 本 


HT Ee 
b 1 1 
四 


TE 
ER 
a 图 

由 


OT ET a 
=- ~ 本 J, " 1 四 -= - 
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2 ， vm Tm 
moovy 素 so[si(e- 芝 -到 ] 
[larg {Er} | < (53. 10) 
介 出 。 洪 £7 的 帆 角 在 上 过 的 范 园 以 计时 (参照 本 从 书 《特殊 画 
小 >) , 阁 先 利用 ! 适 当选 取 2) Hankel 责 数 的 公式 
Hi(errtt) = — Sm Tv CE) 


Bl Hop 


ni SN MPT 
下 nr 五 > ? 


Dm bt sn mv 1 
Hite C) e HT yr HH, ) 


(68.11) 


+ Dr ,| 


dll Em 


再 利用 满足 larg 6 | 二 7 的 6 的 了 ankel 画 数 表示 它 ， 然 后 重新 利 


”用 (58.10) 便 可 。 


$ 59 转移 点 近 傍 的 解 和 延 拓 公式 


1) 在 转移 点 z 二 ;的 捞 傍 , 假定 蕊 小 他 的 坊 移 点 , 央 了 (x) 近 
位 于 a 一 x0)"， 洛 7 的 积分 下 限 到 为 ?一 和 0, 选取 
rz 一 | Pp¥ds, (59.1) 


| 


则 根据 前 面 鬼 讨 窒 64. 了)(56.5) , 妆 T~0 时 的 近似 解 为 
B~ 人 B= Pirid, (hr) 


PrtA Hhr) + BHIbT)]. (59.% 
当 T+->0 时 卫 , Fr 祁 近 似 于 (58, 了 I，(58.8)， 但 在 这 里 把 宅 们 作为 
糙 确 的 值 是 有 好 处 的 ! 鞭 优 扣 在 下 面 作 述 )。 光 有 >oo 时， 即使 
[zz| 成 为 相当 大 ( 警 如 一 ODD)), 但 是 * 仍 可 能 到 为 很 小 的 。 
所 以 ,对 这 各 情形 (59 .2 将 会 和 输出 好 的 近 拟 。 首 先 若 | 三 | 一 co ,由 
【58 . i190) 59 .号 ) 汐 


5 轨 秆 点 过 陈 的 请 册 是 所 当世 191 
了 


吓 和 ~ 宙 -2 px de Cr Be | 


mw |arg {kr) |, [59 .3) 
除了 常数 系数 奸 ， 宅 与 0165 .9) 党 全 -一 坡 。 对 汗 的 六 他 的 旺角 
仁 ， 也 有 同样 的 车 泉 。 即 当天 很 大 ， 而 没有 共 他 的 转移 点 时 ， 
(569.2) 在 = 的 全 区 玻 和 熔 出 有 有 效 的 近 亿 艇 【过 下 有 刚 的 幢 移 点 琶 赴 
王 的 奇异 点 时 , 则 至 少 到 那 电 为 止 是 有 效 了 的) 。 

由 近 似 解 : 家 一 Pa 韦 所 满足 的 微分 方程 (58.5) ,部 

a 
cv 

使 可 了 解 我 俩 所 取 的 近 做 解 的 近似 程度 。 与 硬 一 息 相 而 ， 量 二 2 
越 小 近 位 程 风 越 好 , 但 由 于 当 Tz->0 时 ,外 的 危险 项 @~~ 一 9 在 
入 二 97 Ta 中 鹤 抵 消 ， 因 此 车 对 + 的 所 有 的 值 成 立 | 六 一 @| 守 | 遇 
十 377 | (除去 胎 = 旨 的 点 ,事实 上 上 ,， 在 那里 怠 十 9 也 必然 是 相当 
小 ) ,就 能 保证 近似 的 有 效 性 。 

2) 车 只 是 并 非常 大 ， 那 末 使 好 非常 小 的 5 的 范 团 就 非常 小 . 
了 ,这 时 若 吾 引进 Bessel 夯 数 是 非常 麻烦 的 ,因此 就 波 有 必要 使 用 
近似 肥 式 469.2 了 。 现在 考虑 一 种 特殊 情形 , 即 了 为 4 的 实 面 煞 ， 
下 光正 实数 的 情形 。 和 解 的 大 数 形 式 由 (8. 外 与 (89,9) 表示 。 现在 
的 问题 是 : 找 出 两 者 越过 卫 ==0 点 时 如 何 过 系 的 关系 。 换 色 语 散 : 
两 者 作为 同一 西数 的 解析 延 拓 时 , 4, 吾 与 如 ,站 之 加 有 什么 关 
系 ? 这 是 实际 阅 题 中 出 现 的 非常 多 ,而 且 非 常 重 费 的 情形 。 营 如 ， 
通过 折射 率 不 均匀 的 介质 的 波 的 反射 这 和 透 过 率 , 通过 势 盘 
(potential 台 ) 的 物质 波 的 同样 的 葛 题 ,以 及 散射 (scoattering) 的 固 
题 都 并 于 此 类 ,假若 (66.8)，(886. 多 中 的 近 位 程度 可 以 满足 , 则 在 
转移 点 处 就 不 希 要 用 更 厅 类 的 务 数 了 。 

这 样 的 关系 式 称 为 延 拓 公式 。 在 导电 它 时 ，(59.2) 当然 要 起 


+ii—Q+(Q + 全) | 多 -0 (59 .4 


ep T 
- | - bn | 
ee : ent, a RT 
本 了 ， " | = ™ A 加 了 ”” ” ”= “ Pa 有 -UU 
L 1 间 . _ =- - a a be _ 
= 
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人 必用。、 曙 特此 起 在 卫 >0, <0 的 情形 下 组 开 ， 并 比较 其 逊 数 部 
可 ， 
为 了 箱 前 忆 见 ， 让 在 8>>0 装 蕊 >0， 帮 晤 志和 在原 局 的 邻近 ， 
可 以 用 a 让) 放生 了 (6) 为 了 0 天 工 的 正则 亢 数 ，e 为 正 实 
数 ， 7 为 整数 ) 表 村 的 情形 。 子 起 还 有 之 0, 了 过 0, 证 对 于 <>0 
的 光 近 慨 开 当然 为 (69.3). 
对 于 充 之 0 妇 w= 二 | 风 |s 下 ,这 时 
一 | Prdo=as| SY po" 2 (nde (Bb9.5) 
0 一 
的 幅 角 为 (mm% 十 写 )zi, 而 且 


r=exp| (m+5)wi is) . (B59 .6) 
承 纪 汐 
PpP-: IP | e201 (B9 .7 
为 了 求 出 具有 幅 角 为 1589. 的 的 五 B22 的 淅 近 展开 , 设 在 公式 
(85 .和 内， 本 十， -> 71[G=exp (zii2)1, 其 立即 可 得 
Hkr) = Hi(emt dnt)!) = ~ ED MT np Hik el) 


SIn ym 


er SD m+ rs pop!), 


SIn por 


Ht{kr) em sh (mt Drs ps (证 | 
号 1T i 


.Mint 十 人 3)y 2 
十 ~ H?(ak |7|). (59 .8) 


于 (68. 和 人 n=2m 十 1, 二 2 沪 


pt - (89 .9) 


Tm 
从 而 成 袜 御 下 列 的 基 际 式 : 
sin 十 1 一 anir 一 oa 二 12 =:sin(m+2) vx, (59.10) 
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出 于 argE|zl1 之 ww, 权 据 158.10), 洁 于 7 一 S20 时 ,69.8) 


4 的 右 岂 的 主 项 县 布下 型 的 儿 近 展开 式 : 
Hi ~— V ots _ in waserariC( 村 +) 
~ Fain (mt pre (Fe tl (59.11) 
、 Hytkr) ~ ~ a [sin (mF I) pree "1 
1 rain (m 十 ]) ve (全 ?全 ]o 5。 (59.12) 
Arp kr) ={m +t 
: P<0 时 ,由 {59.6)，(59. 交 有 
PE |P rioxp (Ts i)， (59.18) 
”所 以 (59. 人 于 了 之 0 时 的 源 近 展开 为 
i 1-#./ 2 | fs! 
PD~IPIIY [A+ Bie™"!], (59.14) 
: Ai——idi sin tt+1) pe 2 + Bi gn (m+1) vre, "| ， 
(59.16) 
B=— dvinmvre + Bigin (m1) vres™. 
(B59. 18) 
(59.8)，(59,14) 都 是 (69.2) 在 P>0, P<0 时 的 展开 式 ， 
(59.1b)，(b9.,16) 源 所 期 记 的 延 拓 关系 。 令 将 此 式 收 为 更 简单 的 
(56.0)， {658.9 的 4, BB; 4', B' 之 问 的 关节。 此 索 (6.8) 与 
(69.3)，(85.9) 与 (69.14) , 则 得 到 关系 
4 一 4 -二 Ase +t p=/ 2 Bre\ +40 


' 
a a 


a 
Le 


“ 4 四 - [9 =- 
人 


LL 
= 


[ 站 = 和 
+ 
1 四 


er 
a 


et 
所 = 1。 =- I Vo , 本 站 = A hr I 
1 - PE 
=- ™ 四 
=- 1 =- bi 
™ 


袜 
rm 1 TT 呈 1 1 了 


de - 


‘a 
[9 =- 了 1, 


和 TE 


i 
"rr EE 


i194 守 
A BB /3.1 
i (69.17) 
据 此 从 (59. 后) ，(59 .16) 消去 4 3 小， 号 ， 则 得 
A mt Dr pei), (59 .18) 
S10 vr 
一 Le. (— sin mv el 本 十 Sm Crm me B).(9.19) 
这 就 是 
Pi[Ae re- 还 (59 .20) 
村 1 
五 | 到 [drerrl 十 Bre-sr] (69.21) 
的 延 拓 公式 。 


但 在 使 用 这 公式 时 ,必须 注意 的 是 : 若 (69.21) 的 项 B'eYI"| 与 
亿 有 4 为 系数 的 戎 (以 四 为 主 项 ) 的 吝 差 相 比 英 小 时 , 则 A' 才 0 的 
限定 将 兴 尖 意义 。 

‘i ) A' 关 0 时 , 介 8 关 0, 选取 


有 = 二 0xp (e 一 于 2， B=oexp (s+ 下) 4， 


各 更 e*" 项, 则 从 (5659.18) ~ (59.19) ,有 


于 1 , . 1 
P icos 人 (有 | 一 下 十 en tr oin elP. 4 下， 


v=1/ (2 -3) (59 .22) 
(过) 4!==0 时 ,选取 


A=exp (一 下 3 )， Bexp(T i)， 


剧 呈 为 

1 
1 cos (mm 十 喜 )zmr 
B'—— sin (mt lyr gn mr le 2 
I [sin (m+ 1}pz ~ gn mv] > ， 

COB ~— TT 

名 

(89. 23) 
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Fr 
+ 2 CD93 光 
I | 全 站 一 | —Yy ~ 


COS (m + rr P-#eog (# [了 | ~ 这 . (59. 24) 


以 全 让 为 延 拓 公式 的 标 淮 形 起 议 方 便 的 。 这 里 的 表 
未 :这样 的 意 半 , 是 它 的 左边 越过 了 近代 辆 数 的 入 乱 点 时 的 延 拓 , 近 
代 于 它 的 右边 。 由 .上 述 交 注意 ,最 然 可 知 " 一 ”的 方向 是 不 可 省 的 。 
郎 车 将 “一 ”的 石 向 是 倒 过 来 ,， 刚 把 469.28) 契 边 所 竹 观 的 Bre™ 7 
的 BB 政变 一 下 时 ,去 边 的 你 相 可 任意 地 变化 ,又 若 将 司 8 .34) 右 过 
的 位 相信 徽 小 的 变化 时 , 左 过 可 能 出现 与 el"' 成 比例 的 项 。 

在 应 用 上 特 骨 重 到 的 是 一 般 畏 称 点 的 博 形 ， 此 肝 ,， 车 mm 一 0， 
ps=1/:3, M0 (59.22)，(59.238) 六 


Picos(klr|—Te)->ain el P| tor"!, e#0, (59.28) 
三 err >2P coal 5i| -至 ). (59 .96 


革 述 的 公式 是 先 假 贡 了 em0, PP>0 而 后 导 册 的 ,但 是 , 落 以 
(59 .了 定义, 则 所 得 的 全 臣 可 看 成 忆 >0 的 区 域 (arg 了 二 站, 和 
<0 时 arg P= 2m 二 1) mi (内 照 (59. 站 ) 的 项 合 公 式 。 因 此 在 
这 里 以 [7 :表示 了 7. |7| 是 距 转 移 点 的 距离 。 从 而 这 公式 在 x* 之 0， 
<0; zr<0, P>0; 或 者 转移 点 为 + 二 zo 六 0 的 情形 下 都 有 就 。 

3) 出 加 知 当 ww 一 0 时 , 卫 为 0, 现在 考 碟 ， 在 其 三 侧 和 疝 是 正 
实数 或 是 及 实数 的 情况 。 部 在 原点 的 近 傍 

站 2 (B69 .27) 

的 情形 。 此 时 解 的 型 虽然 淖 有 挛 化 , 但 是 位 相 和 振幅 有 变化 。 首 
三 旋 40， 与 外 同 , 当 s0; 了 ,x0, 所 P=1Pl, T= lrT|， 
当 正之 0 ,有 


了 9 。" 呈 一时 
加 bb 
4d IL 下 
- r -= ™ 


四 Ta = 
- =- - = 

= 一 四 , I -= 

| 上 oa wr 和 H mh 地” - = 严 已 | 是 四 
” rr 1 ] pt - 0 - a 四 ™ 5 i 时 ™ ” r 号 人 二 
A 全 -! 3 - 呈 = 了 I 二 一 Sm i + ' _- L ™ , I | 了 ™ " - a 了 

9 -= - L 1 -= ; Mm 1 
a "- = 


eae 


i108 全 838 普 证 下 了 法 
P=IPem™, rv-=-e "tli|rl, (B9 .28) 
蕊 在 (58.1D ,全 >m 十 1 ,5 一 ET|，, 再 痊 虚 (69.28) 对 语 有 
(m 十 了 Dv 一 49, 则 有 
Hi(kr) 一 一 [sin mp Hh ' x|) 
FeriH2plr|)], (59 .29) 


H2 (hz) = ee [em 了) Fainmur Hk|T|), (59.30) 


1 
2 二 号 


考虑 一 一 外 了 著 取 兰 8reo 时 ，(59.29)， 
(69.830) 的 展开 的 主 项 ， 央 容易 得 出 (09.2) 当 4<0 时 的 展开 式 的 


y 一 gin my =n (m+ 2 ym, 


主 项 , 艺 
了 
1PIW 太一 [4 BD]， 
[59 . 81) 
A' = —idisinmyr ti Ber™, (B9. 32) 
B=—ide "ti sinmrv. (b9 .33) 


著 取 与 人 8.20) 相 应 的 形状 ,着 参照 (58.8) , 则 有 
| 也 1 [Lei 十 吾 e- kl, > P|" [A'er rt B'e™tlrl] , (59.34) 
] 


Sm vm 


A = iocogvmd 二 BB]， 


(59 .356) 


B= [T0898vm BB]. 
Sn yr 


将 此 就 4, 五 解 之 , 则 得 4 与 4, BB 后 B' 交换 了 的 式 子 , 两 者 的 
关系 完全 是 对 称 的 。 

< 时, 成 并 着 在 (69.34) 中 ， 将 上 形式 的 视 式 训 的 渗 戎 式 。 
廊 B=0, 由 一 | 车 将 右边 鬼 4'ozp(t 一 7|) 项 与 吾 |) 
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相 比 而 把 禹 之 , 基 得 与 ‘(89.24) 相 仿 的 关 柔 式 : 
Pl-#errt. (59 .36) 


一 工 
IiP| 和 BTXIT 一 > 


SIT yr 


关于 一 的 注意 与 (89.24) 时 相同 。 


§ 60 延 本 公式 的 应 用 


1 现在 研究 粒子 波 从 左面 通过 如 图 的 势 鸡 的 问题 。 根 据 


《54. 约 可 写 出 
人 一 和 ， 杏 一 六 fo) 一 已 (四 (80.1) 
屿 移 点 在 吾 一 太 的 地 方 ， 在 图 Vix) 


里 为 zi, za， 个 假设 势 是 焉 稳 
榴 ， 寿 入 与 知 离 得 相当 远 
[人 (2 一 2 准 熙 .区 域 由 wa，2 
分 契 三 部 分 , 轩 在 人 < 
中 沟 措 数 型 ， 本 T 这 作 仙 1 
内 为 波动 型 。s1, zw 为 卫 的 一 般 需 点 。 在 各 区 域 中 , 罗 的 形状 各 
为 


图 60.1 
Ls 


Pp EAye™™ tt Be im], wy, (60 .2) 
p= | P| [Aier™l + Ble = | P, LAs" 4 Boonlnl], 
Tl (80.8}- 
加 :一 产 二 [seam 十 站 -ii Te < 出， [60 .4) 
沙 以 和， 49 为 基准 ,Ti 三 可 以 示 示 碟 为 
=| Pae, 一 | Pade, (80.5) 


一 方面 联系 次 三 个 区 破 的 引荐 素 式 为 【59 .48) ，(59 .9 ， 沙 
识 叹 一 0， 出 


=- "3 此 TT 1 二 了 Et, 
-ll i - -~ 4 3- 
I 


TT 
Be rn, 
J 本 
用 站 


198 请 8 让 WKB 法 


本 ee 0 人 
于 2<aoi，| 7 为 和 下 的 减 画 数 ( 当 对 爪 近 于 2 时 , 刚 泪 少 )。 把 2 增 : 
棚 时 位 相册 时 下 可 的 玻 ,作为 在 进 的 进行 波 当 普 碟 , 则 从 无 倒 人 射 
的 进行 波 为 更 ; 中 的 PtBie-zal 另 一 方 而 ， 对 于 通过 势 极 的 
Ys < 忆 几 ，| 中 | 生生 同时 博 廓 ,故此 , 这 笃 仅 讨 存 在 向 右 进 行 的 波 ， 失 
而 三 内 # 中 有 有 .一 0， 计 千 透 过 共 归 入 为 蕊 知 呈 ,而 求 4 (部 
4a7 了) ,全 为 了 清 足 条 件 Bi 一 0, 首先 人 


下 
a! 


As—et , B=—0 (80.7) 
而 决定 如:，《【《 鸭 关 题 在 于 机 个 数 的 比 ， 所 以 这 里 的 假定 振 孙 类 一 
般 人 性 .把 这 个 式 子 代 人 10.6 其 4160.3 的 42，82 分 别 为 

A B=0. (80.8) 
另外 ,由 (60.5) ,对 于 F< 之 2 之 ws, 汪 


一 Pw| 一 常数 ， (60.9) 
在 (69.3) 中 ,比较 指数 ,得 
和 一口 ， 吾 : 一 elxal， 《60 .10) 
图 将 此 式 代 天 (60.6) ,的 得 到 联 立 方程 
0 de 4' 4 Bel’, (60.11) 
RTA 一 -- Be s' , 《60 ， 12} 
-ur 五 1 ， Al 解 之 , 竹 
Bi=e 和 A ar (60.18) 


在 (80.2) 中 , 含 41 的 项 答 出 了 当 z<oi 时 的 到 身 波 。 

考 诺 六 (ee 一 站 一 co 一 0， 厂 fceo) 一 王 (一 co) 一 加 ， 则 由 
(80.13),，(60.7) 知道 波 的 透 过 这 也 ( 拓 由 的 入 对 值 的 二 次 方 交 
比 ) 为 


0 


二 三 扫 全 天 说 应 用 4109 
i | - 1 | (60 14) 
Dl!’ “ . ， 


柜 据 480 .的 )， 友基 药 总 一 4 A 则 为 1 但 实际 上 ， 于 能 
址 守恒 律 应 该 林 
六 一 工 一 于 -=- 工 一 oa ml (60.15) 

因为 我 们 的 近代 基 假定 了 714- 守 1, 所 以 exp( 一 冰 'T19|) 与 1 相 
比 而 徐 省 酷 ; 这 从 过 羽 的 性 质 求 氛 是 当然 的 事 。 

2) 滁 在 研究 假定 1) 不 觅 江 
的 特殊 生 现 ， 训 T1400, wi ws 
一 狼 的 情况 ,这 时 六 的 藤 夫 值 等 
于 二 ,了 于 # 一 69 寻 有 2 毅 寺 点 。 
< TD 之 To 灶 的 轨 都 为 波动 型 ， 
车 把 “定义 六 


r= | P3ag, (60.18) 


旭 《69 ,84) 的 右边 和 术 这 分别 答 沿 于 %< 之 zo, 2% 之 wo 落 园 内 的 亚 . 
于 (689.8B) 内 ,全 名 一 TI vv 二 1 和 则 延 所 公式 凑 
A'= -id vB, (60.17) 
B'— ~ 2 A+iB, (80.18) 
更 在 者 嵌 波 B' exp 一 里 [TY ) 由 六 边 大 射 的 稍 况 。 用 于 对 加 一 z， 
次 过 波 4 exp( 镶 17|) 不 存在 ,所 以 可 合 =0, 则 得 


Am-id, Bro-v3d. (60.19) 
所以 , 淫 过 素 于 及 反射 浴 分 别 为 
本 la + _|A'.? 1 
二 一 Bi 9 9? Rr 9 ‘(80.20) 


两 者 相等 其 和 为 1， 这 个 灶 果 与 (60.14) ，(60.15) 成 为 很 好 的 对 


局 ， 
汗 ， 洪 zo 为 2 位 的 需 点 时 ， 于 (69.34)，(589.85) 中 分 


- 四 四 1 - 
A -JJ - 


“mr- 


a™ 


i 
Ir. Th L= i P= 人 ob 4 | 时 
ph 和 区 的 生生 全 盾 站 2 
四 机 = pe li of 和 5 i 六 - 四 
-i - Sp. ”7 Le ~ b 
| 


- eT 
和 i 和 TE ze 
- 1 “ 本 ”- ” 由 ” " -" = 
“ = - E - - - 2- 四 1 


300 第 3 二 入 KB 法 
B==0, 央 有 
; . ( gs ) 
A Bmf2/ Bp (60.91) 
oT A 
sin (Bi) Sin 人 本/ 
四 为 


1 
T -sin (5) 
-Ta Tb 马 Yh 
Esin ( FT) “OS (3 )， 
所 惧 荆 及 民有 具有 有 这样 的 性 说 : 即 卫 十 起 =, 克 宕 吾 ， 由 于 , 随 着 尖 
的 增 大 , 透 过 淮 减 小 ,名 就 是 概 大 什 逐 新 乎 坦 , 一 增 厚 了 , 走 了 ,上 
用 这 种 性 质 信 科 是 当然 的 事情 。 


本 


(60.22) 


3 61 在 转移 点 近 傍 延 似 的 精密 化 (1) 
1》 把 (56. 国 写成 
Tp] -St PQ (1.D) 
利用 满足 


多 [站 tr, D1-:0, KE#, =0, [- k(x, #) | 一 1 (61.2) 


的 长 (7, 如 ,把 (61.1) 改 写成 为 积分 方程 的 形式 , 则 得 到 


P(r) 一 名 (二 | Er, {A CP a (61.3) 
这 里 的 侈 (7) 是 : 


估 [ 密 ] = a 


tr 
的 解 。 如 已 叙述 过 那样 ,在 $56 以 前 ,把 侈 节 为 0; 在 $659 中 ,把 六 
取 为 一 9/ 太 ,也 时 人 作为 淅 近 里 开 的 主 项 。 获 与 | 妇 一 Qi 相 比 ， 
[一世 | 越 小 时 , 近 仙 程度 就 越 好 。 为 了 使 $59 的 近代 进一步 精密 


+ (E00 (61.4) 


$61 在 郝 太 点 近 薛 近代 的 精密 化 人) 201 
化 ,已 有 入 多 人 进行 过 努力 ( 套 巾 郑 未 交 献 139] ~ 上 [44] )。 
2) 前 面 已 缀 叙述 过 , @ 在 转移 点 近 傍 的 近 侦 为 一 49/ 现在 
求 考 狂 一 下 它 的 近 人 要 程度 。 渴 3 面 的 原点 为 转移 点 , 在 它 的 近 眉 
作 TaylIor 展开 
Plz) = (lt bst 6b) 0 (81.85) 
得 代 久 (66.2), 央 有 


2 豆 La 十 2 
nT“ | I 
各 十 22 1 ,og | 
十 2 人 (本 区 S02) e+ | (61.6) 
就 # 艇 于 式 ,得 到 ~ 
1 or -二 可 | 二 二 和 | 2 __... 
有 b na 如 十 疙 0 与 人 4 十 于 ) 2 |, C81.7) 
但 是 
加 TT 起 mr 加 1 
-| ”nT C03.8) 


把 (61.5) ~ (61.8) 代 入 (56.6) 求 @, 则 有 


牧 ( 吕 十 辣 风 症 汪 
Q— — 1 tb 


ni ,2 12 十 癌 
二 二 n(ntdd) ba} 下 


二 一 -二 [go+gare 寺 DO(ze]， (61.9) 
得 吓 


十 i 
DO 
本 4 十 22) + 


性 
. -el nn 十 22 ) ee 
da DG (Nm | nd 
若 全 二 于. 人 可 写 为 


b3-— 25, | (81 .10) 


209 第 8 查 WKH 法 
Q——-z;| go 十 人 和 二 Of 二] C61.9) 
必须 注意 的 是 :这 于 能 几 了 与 z7 即 有 人) 弃 比 例 的 质 。 这 件 事 情 
表示 笠 , 当 下 一 人 人 天 冰 工时 ， 合 外 一 一 加 /一 of 刚 
有 非常 恨 好 的 近似 。 闭 选 一 go 为 电 时 , 则 61. 如 的 区 (7, 从 取 
m z 
Els, d) -~— S(t) 2 E771 (kr) HECR) 
—H!(EN 2 (kr)) (61.11) 
悟 可。 利用 这 个 结果 ,对 于 8 一 1 ,5 污 1 ,期 { 虹 . 介 可 写 为 
WE) ~€30,(€) + Ta pe [HSCE) HOD) 


~ HUE HI ?L402 dn, (61.12) 


é=kr, Wn—ht, BE SAE?0, (8), 
由 此 以 二 (的 为 出 发 点 ,并 且 作 与 $656, 8 57 中 同样 的 逐次 近 
似 法 ,可 以 证 明 
z P(E) ENO (EE) [IFOGTS)], E=hr=0(1). (61.18) 
征明 从 格 。 比 (61.18) 更 精密 的 近似 , 为 以 ”0, (四 置换 (61.12) 
右边 的 轩 , 便 有 


W— {8°08) + Tod nH (E) HEl) 


但 


—Hr(8) Hm ] O(n) dn [T+OWR)],. (61.14) 


特别 当 % 一 1, v==1/3 时 ,使 用 关于 任 交 的 图 柱 画 数 0,, 六 ,的 积 的 
各 分 公式 


| 人 


gr {Op (8) Ca 人 F Op (E) Ot)} (61.18) 


$61 站 过 移 点 近 傍 过 位 的 精 窒 化 (1) 203 
hp 一 9 一 一 名 时 的 缚 果 , 合 可 得 到 
PE 0 a(E) Fe hb EO aE) + OR, 


fs—0(L, 
在 这 时 ,我们 还 使 用 了 公式 


His (€) HIE) — Hs (é) HI(E) = — SE， (81.17) 
3) 1 二 1 时 的 精确 公式 ”如 在 上 面 讲 的 , 对 一 般 的 转移 点 公 
起 最 为 值 单 , 这 种 情形 在 实用 上 也 是 最 重要 的 。 有 许多 著者 求 得 


了 种 种 比 (61.16) 更 精确 的 公式 。 
例如 ,把 \61.16) 理 一 次 代入 (61.14) 的 右边 , 境 高 近似 , 则 得 


(61.16) 


到 | 
WE Ova(€) + hE" Os) 
-全 £9053(E) +Obs) . (61.18) 
这 是 Pakeris 求 得 的 公式 ea 


与 这 些 相 比 可 以 得 到 更 精确 的 , 磊 且 形式 还 要 往生 的 公式 ( 休 
着 ， 1947) [#2], 33] 首先 ,全 


BT (2 3) 3 (G1 。 19) 
这 里 z 
UT, = Ee, (81 .20) 

象 根据 直接 微分 所 证 明 的 那样 , 守 严 铬 地 满足 方程 
人 ++ i 言 二 ora3 二 ga ) 多 一 0 (81.21) 


从 页 ， 对 于 二 ~ 路， 与 ( 红 . 节 ) 具有 相同 的 近 侯 程度 。 (作为 多 
可 在 81. 入 中 ， 取 到 gsrw.) 这 里 的 9a， 43,…, ge 为 (61 全 中 
TV203 的 陛 数 , 邵 在 ( 红 .10) 中 ,全 nn 一 1 而 得 到 的 , 它 全 为 


” 1 TO Ee 
1 


| [i ' 


信 口 半 的 
名 
六， 区 ， 和 Lg 时 | 
go 一 5736，9go 一 一 -天 9) (5bs— 852) ， (61 .22) 


0 一 一 (25 一 9668 十 1423)， (61 .23) 


rr 


227 3 3 二 
7 一 FT 六 4) {612554—435053 


—9800b,bs +12080515, — 36245}) , (681.24) 
著 取 (6f .19) 为 时 , 则 在 积分 方程 (61.3) 中 ， 玖 (r 月， 入 区 一 全 全 
分 副 表示 为 
Kl(r, ~——- TY (He (op) WAL HY (ws) HY (xd) 


Hiatxu) HYa (nu)], {81 .25) 
QD _g0- -gO ., (61.286) 
取 Hankel 责 数 五 1s， 五 3s 为 (6T .39) 的 Ca 将 此 代 天 积分 中 的 
笃 ， 作 适 变 形 后 使 得 更 精确 的 近 佑 : 
pa ( 2 or tx OF), rT—O0F), 
(61.27) 


主考 
eo) 


(wt 1 gw)” 


.但 在 此 式 中 , 为 了 使 它 丰 并 渤 1 时 , 能 成 汶 (57.8) 的 延 拓 ,而 习 上 


本 常 歼 孚 数 。 他 的 积分 常数 可 这 样 选择 : 即 当 7->0 时 常数 项 将 
消炎 。 


3862 粮 密 化 ( 秆 ) 


1) % 一 2, 从 而 zz 二 1/4 的 情 玉 ， 同 样 可 得 非常 简单 的 精确 的 
公式 。 这 个 事 活 ， 可 以 其 由 人 1.9) (61 .414) 想象 出 来 。 现 在 我 全 


952 精密 化 ! 粮 ) 305 


象 461 .22) 那样 , 取 巾 461 .的 ,， (64.10) 


四 1 .#2 
16 Tz Tr? 7 


作为 六, 庆 求 其 园 好 的 近 人 位。 这 时 认 送 多 一 单 的 主 项 是 一 ggy7wam 
比 时 (61.4) 可 0 
1 


r+( 16 T 


得 这 是 合流 型 想 几何 本 数 的 个 扩 检 有 (参照 * 特 殊 画 数 ? 中 的 
Whittaker 肯 程 ) ,车 使 用 Whittaker 夯 数 ,把 4, B 作为 常数 ,出 


(Yb3— 12 《62 .了 


) 旬 一 0， (62.2) 


其 解 可 表示 汶 


BAW _ ihr) BW, 1 (2ikT), (62.3) 
但 是 这 里 / 
— — ig (QF), (82.4) 
车 全 一 0 《或 者 ,使 古 一 1 >o0) ,因为 有 资 关系 

Wo je) 一 总 55 Vane HY, (二 cz， [62 .后 ) 


所 以 消去 常数 后 , (82.8) 与 (58 .9) 便 是 等 价 的 。 
另外 ， 对 | 如 | 汐 1, 使 用 当 |arg fT| <w 时 的 序 w 的 源 近 展 
开 


. Wy le) ei, |argz| <w |z| 六 1 (62.6) 
”可 以 得 到 
3 
gp + ts 
Aowr (— Mhr) (+ Boss ) 
一 a fr 9 " 
i Fa - 
Be-ivr (hr) -ts (1 NT (82.7) 
考虑 
| ar 3 Lg,logr, {682.8) 


比 胃 (57 .信和 和 (人 2. 让, 典 知 两 省 恰好 相互 为 解析 延 拓 。 


”1 
mk 


Me 


208 胡 3 人 从 WERDB 将 


2) 转移 点 接近 时 ”在 珀 移 点 接近 的 情 粥 证 , 依 畦 合 翁 式 那 样 
的 方法 就 不 能 使 用 了 ， 关 于 西 个 转移 (十 ;0) 相当 接近 ,了 了 必 在 
s~ago( [zo0' 灾 瑟 的 附近 龙 写 哎 
Pls) 一 在 (8 一 和) 
的 祖 形 ,上 前 正在 研究 , 但是 届 于 人 肉 为 专门 的 范 较 , 对 此 有 兴趣 的 
读 首 ,可 大 于 及 . Mekelvey: Trans, Amer. Math, Soc. #9 {1955), 
108 等 有 关 桨 料 。 


$63 伪 扳 分 方程 
1 现在 研究 一 下 , 相当 于 (54. 了 D 的 3 条 的 Schridinger 方 
程 : 
[4 十 大 Pr, y, 2 -0, (63.1) 
这 星 


0 a A 


Jo TO 
TE gr 


Br 
持 且 假 裔 当 尤 增 大 时 卫 注 有 什么 次 动 。 
相当 于 {54.3) ,假定 


DPD—exsplitg {ts, y, 2)],， (ES .2) 
再 代 太 (63.1) , 剧 关 于 得 到 
—& (grad 0 十 该 40 + kPam0 (63.8) 
作为 第 0 近 位 。 忽 现 了 第 2 项, 央 有 
(grad po)’ = P, (63 .4) 


用 流 的 问题 来 说 , 襄 卫 就 是 介质 的 折射 率 n(z, gy, 们 的 2 梁 方 ， 


“oo 表示 Hamilton 的 特性 醒 数 (也 中 做 eikonal109 ， 参 照 本 从 书 
《力学 系 与 映射 理论 > P. 14 多 )。 
功放 ,Bchridinger 廊 程 可 写作 


和 @ ”1895 年 卫 . 百 - Bruna 提出 的 几何 光学 中 的 重 蛮 醒 数 .一 讲 老 注 
忆 中 剖 本 亦 苍 第 14 县 o 一 一 样 者 注 


了 了 


bi i ee 
= 


8 63 俩 微分 方程 a07 
EP 2 (HV) .209 yw. (863 .5 
天 


(63.5) 就 是 质点 力学 中 的 于 amilton-jJacopi 方程 。 

(63.4) 也 可 你 为 (63.3) 的 几何 兴学 的 近似 。 另 外 , 重 直 于 po 
为 定数 的 面 ( 波 面 ) 的 各 ,就 是 光缆 的 进 路 。 以 下 为 了 箭 单 起 兄 ,不 
限于 波 的 问题 ,只 要 go 为 定数 的 面 , 竺 称 它 为 波 面 。 

汰 了 求 更 高 的 提 们 ,把 68, 了 的 展开 式 代 大 (63.3) ,村 典 次 的 
艇 (685.2) ~ (BB.4) 的 递 推 公式 


(grad wo)*=P, (C63.6) 
2(grad pogTad yg1) —Ldyo, (G3.7) 
3 (grad go"grad pa) = idypi— (grad p1)’, (63.8) 


全 和 


| 
2 {grad porgrad pr) Ap-1— 2 (grad pm Brad pa-m) (63.8") 


则 可 。 
同样 的 ,也 可 以 假设 
DB ele | ss hy ys (63 .9) 
代 天 1463. :， 伍 芝 同 葡 大 的 需 胃 等 ， 刚 竺 到 
(grad 9o) 一 卫 ， (63.10) 
2 (grad porgrad 由 1) + (dpo) $1 0, 《63 .11) 


[| 


2tgrad porgrad Hp) + CAdgpol b= — A n>l1. {63.12) 
因为 这 种 写法 可 以 使 高 次 近似 的 方程 具有 和 荫 单 的 、 航 一 的 形状 , 故 
此 是 很 便利 的 。 

求 几何 光学 的 波 面 , 即 求 go 的 夯 数 是 几何 光学 的 问题 , 在 出 
的 项 则 中 可 能 已 考 草 述 , 改 今 作为 已 知 。 考 虑 (83. 鸭 , 则 知 射 粹 孝 
向 的 单位 向 墅 入 是 


1 _ = i , - 
r - EP i - 
a 


下 
- T . 1] Pd 1 
i 


主 


Le [| 
四 i 
Ln 、4 | hi- 
ee 
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N=— +grad go/ |grad po! -= 土 己 -12grad po, (88.18) 
沙 沿 射线 方向 到 兵 度 s， 则 能 将 ”2 饮 “ 的 尾音 画 数 产 e， yw 吉 沿 
射 秋 方向 的 微分 写 殉 


= Ngradf)—+tP ?(grad porgradf). (68.14) 
各 pwr 作为 f, 则 用 (63.6) ,得 到 
8 — + P(grad po)*—+p¥, (63.15) 
再 积分 ,每 到 
po 一 二 | ps as, (83 .1 
车 少 时 (63 .14) ,了 划 (183 .7 (63 .87 ， 可 写成 


了 2 i 
本 一 土 坟 五 “~ do, Pa~+5P [349 一 (grad 1)1, 


D8 
ss. (83.17) 
积分 之 ,得 到 
p1 一 土 各 | P Ydgods, 
1 Fst 
ps 一 土豆 | 古 4 [idpi— (grad pi) "ds, (63 .18) 


1 _1 , 地 一 二 
Pn = + 去 | 二 让 让 gm- (grad pn*grad pu-m) ja 
同样 可 解 (63.12). 即将 (83.12) 改 写成 
3 土地 CP jogo 一 于 去 己 - 和 4 人 (68.19) 
再 根据 楼 性 党 微分 方程 的 公式 ,立即 可 求 得 
1 .1 
Wn “{ 洲 干 吝 | 2 G1 4, 1ds) Gr, (63 .20) 


fr i 
GF = xD (= 到 | Pr ?Apods) — exp (op1), (83 .21) 
这 里 的 4 与 3 无关 。 


$863 铀 向 代 方 程 309 


” 9) 现在 研究 最 简单 的 己 = 工 的 情形 。 序 (863 .了 为 Helmholtz 
方程 

(4 于 8) 盏 一 0 (63.,292) 
在 (63.16) 中 ,于 s=0, 车 取 po--0 炒 规 定 各 分 常数 , 则 得 出 

po== 士 ?， (83.28) 

二 1 党 号 着 均匀 的 介质 , 射 钱 为 家 缆 , 若 知 道 了 一 个 没 面 ,很 容易 
得 到 其 他 的 波 和 波 上 go 的 值 (Huygens 原理 )。 、 

用 s 和 流 面 上 的 正 灾 砷 线 坐 标 (5 5) 来 定义 空间 内 的 正 变 
曲 炎 坐标 (9, 二 ， 5) , 假 训 其 灶 元 过 48 可 从 


dS ds 二 91051 -gad3 (63 .24) 
和 蓉 出 。 则 dpo 由 683,23) 可 由 位 蕴 的 公式 
二 oo 一 士 咎 一 十 也 下地 训 PR nn pF 2 
1 8 1 
表 出 。 这 里 的 9g 是 - 
VY = VIuga, “B33.26) . 


车 注 章 到 波 面 上 的 面 元 素 为 M99w QE 时 ， 则 可 知 (63:25) 为 
射 米 训 的 截面 积 沿 射 米 的 变化 率 ， 把 (63,25) 代入 63,18)， 使 
二 1, 再 除去 与 # 无 关 的 附加 项 , 戎 得 到 


91 -7 lop ov. (68 .27) 

车 用 (63.28)，(68. 和 7), 唱 对 于 (63.2)，(55.1) 中 的 妆 的 灯 略 近 
位, 可 以 发 示 为 

BA(s0) 9 serm. {68.28) 


这 里 的 积分 常数 是 这 样 确 定 的 : 即 了 于 s 一 s 时 ,入 为 风 (8oy 和 53)， 
90 汶 了 了 8 的 盾 。(183 .38) 为 相当 于 避 B. 纪 的 近 熙 式 。 
在 交通 的 波 的 南 题 到 ,天 为 实数 ,3.28) 的 往 对 值 的 4 潜入 ， 


4 1 =- = 上 四 本 二 加 加 1 下 7 了 
™ - 
和 到 一 1 加 四 " ra rr _ 人 网 -i 加 2 四 - 、 ， 
人 由 - I = ml " - 一 .二 i ml ” 。 ur 
I ee ee 


1 了 =- 
4 加 


| 1 
rt ee 
| 3 


轩 


Eb 
和 四 =- 
=- I 
Fr 


加 中 
2 2 


= me 四 - - 
ab 
有 
b, "Tr "Yr 
" 
=- ! = 


i 
， 


各 当 et 
Fs 
六 人 ' "m7 Ca =- 
.1! 人 pi 5 " 
-= 
t . 


A 


也 FT [a 本 - 
十 让 和 DE 
=- | = I -= 1 一“ 
Tm 3 bb be 1 
"| 呈 J 
be 四 


当 1D [时 = 时 六 人 
堵 能 一 密 庶 为 ™ 
1 | 4 .32982 913, (63 .29) 
任 163 .263 ,可 思 有 这 样 的 能 量 不 变 穆 天: 是 能 讲 窗 上 庶 与 出 嫉 束 的 
裁 面 税 成 友 比 例 。(63.20) 也 可 败 末 列 世 单 的 公式 表示 : 
bg Aalso) TF) 9 dpsds (63.80) 
全 〔《i) 平面 站 对 搞 最 竹 面 的 反 贡 010 。 
取 夫 碟 点 口 为 极 的 于 轴 极 奉 标 CY 的 ， 则 二 物 而 的 访 程 是 


rr0(0) ~ J (63.31) 
泗 串 如 图 中 有 具有 平行 于 翰 的 射 德 的 平面 玻 
矶 一 8-ikz (63.32) 


由 有 广大 射 时 ,在 搬 物 面 ? 二 70C9) 上 出 现 满 是 条 
性 


如 Bp' 一 烽 (Dd .33) 


加 ”9.1 


的 反射 波 五 ， 
出 几何 光学 显然 可 知 ， 此 时 的 射 灵 为 由 在 点 〇 向 姑 引 | 用 的 本 六 。 从 而 ， 
波 夯 为 以 @ 为 中 心 的 区 柱 面 , 所 以 极 毕 标 仍然 适用 。 因为 波 面 的 面 元 染 为 
f( 和 而 tr 一 ma) 故 可 娩 
B= VO =+, (63.34) 
咏 竹 ， 对 于 反射 波 可 深 用 (63.28) 中 的 指数 符号 内 的 十 访 s，、 比 术 (63.23) 和 
(09.33), 央 有 ?二 rot0)3 再 需 感 二 To0( 的 808 8 章 得 
eikrote)eoss | ACg0) eitrd) = 0, (63.35) 
藻 就 44(so) 解 之 :再 利用 (63.317 有 有 
A = —erplL -ro Leos 的 一 orp 《63.363 
将 此 代 玉 (63.28) ， 则 得 反射 琶 的 疡 近 形 。 


和 一 fb soe 守 gikCr—2p) ， (63 .37) 


这 与 Lamb 求 得 的 精确 解 的 于 近 展 开 的 主 项 完全 一 - 臻 。 
\ 也 》 如 果 射 矿 不 是 由 一 点 口 出 盘 的 情况 ,当然 也 可 以 硼 况 。 特 中 考虑 3 
礁 风 请 大 (d= 二 0)。 此 时 可 取 射 缠 的 长 8 和 与 射线 方向 的 刁 角 8 作为 独立 恋 
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狼 。 对 于波 人 面 的 曲率 时 和 琶 下 的， 以 及 面 元 这 了 妈 ， 可 分 其 导 为 如 下 : 
RI RD 8, vod RY a, (63.39) 


但 Rol0) 为 基准 波 面 ( 共 上 3= 站 的 曲率 华 径 ， 双 可 要 
据 曲面 的 四 四 而 确定 正 负 号 。 例 如 ;在 任意 疼 阻 面 so。 上， 
这 定 值 1, 但 在 无限 远 {s> co) 处 接近 于 1 

一 | 六 i 省 二 介 cB. 39) 
的 解 , 落 取 so 为 基准 波 面 , 于 C63.29) 合 土 大 > 一 |k| {于 
s-> oo 的 条 件 ) ,4 ==1, 则 近似 地 等 于 


oy 2 ol, (63.40) 图 63.9 
竺 中 若 画 恨 人 603 .28) 可知: 在 问题 中 的 sa 上; 疼 0 
(2 ) 一 一 | 下 有 Ry (89. 


第 1 项 是 曲率 为 0 的 面 , 即 平 面 时 的 值 ,第 2 项 可 根据 面 的 是 加 来 修正 。 
上 玉 的 例题 都 可 用 前 面 讲 过 的 方法 十 高 近似 的 程度 ， 但 是 我 
从 只 介 亲 到 这 里 为 止 4 54， 
若 射 六 有 包 和 烙 , 或 形成 阴影 的 地 方 , 或 者 物体 面 上 有 央 , 则 在 
其 近 修 使 用 上 壕 季 单 的 方法 是 不 能 的 ,关于 这 些 方 面 ， 有 待 壬 以 局 
的 研究 。 


站， > 四 JJ ， = 了 ”> ， 1 
加 -下 上 a ”~ i ， 四 


1 的 吧 上 “- 有 上 1 
' “，, A [| EE -Le | ” 1 = 1 = - 1 
人 


加 et 2 
Pi i 
一 =- 1 
| " 


第 9 剖 ”Poincaré-Lipghtjhill- 郭 永 怀 方法 
及 边界 层 方法 


更 难 的 是 非 钱 性 的 阅 题 。 在 这 普 首 先 介 稻 巾 Lighthill 发 展 的 关于 形状 
特别 的 ， 而 其 最 高 阶 铀 黄 的 系数 为 £ 十 ew (z 为 独立 严 数 ,& 为 因 变 数 ) 的 方 
法 。 在 这 里 , 畦 别 当 s-*0 时 ,近似 解 在 点 x 一 0 的 近 屠 是 表示 夷 异性 盾 。 因 
此 ,我 们 主要 目的 基 研究 在 = 二 的 近似 解 怎样 于 能 在 =0 的 近 侯 出 同样 成 
立 。 这 点 法 的 契 炽 狂 是 非常 亚 的 , 但 它 不 一 定 适用 于 所 有 的 问题 。 所 以 我 们 
本 这 里 ,把 与 上 述 方 法 相 比 ,虽然 粗 织 性 泵 那么 强 , 但 适用 范 团 却 很 广 的 边界 
层 右 法 加 进来 , 异 以 蘑 补 不 足 。 两 者 的 特长 在 于 栋 据 开题 的 性 后 , 把 独立 变 
数 或 者 因 变 数 适当 地 加 以 扩大 或 缩小 。 关 于 这 一 点 ,在 及 B 法 中 业已 鸯 到 
过 。 


$564 引 贡 
现在 来 研究 ,在 条 件 &(1) 一 1 下 , 解 合 小 参数 的 绒 分 方程 
( 必 十 su) TL +u=0 | {84.1) 


的 国 题 。 这 加 是 合 非 性 项 8 wow 的 非 和 性 方程 。 和 近 收 地 解 这 


W 种 方程 的 常用 方法 是 : 当 sudu/dw 与 其 他 项 相 比 为 小 时 ,可 以 首先 


将 此 项 忽 税 ,以 入 性 化 了 的 方程 
x P+u=0 (6B4.2) 
朗 ， 
TU 一 心 
的 角 
w=， 6 一 1 ( 册 边 异 条 什 ) (64.3) 


代 大 《64. 了 ;或 者 变形 后 , 代 天 
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(UT) 一 一 Bl 人 (64.4) 
的 右边 , 解 非 齐 次 方程 
莫 20- 二 (一 高) 二. ， (84. 全 
即将 
au- 工 [。 一 -2 |， e=3+ 呈 (由 边界 条 件 ) (84.6) 


代 天 (G4. 抽 的 厂 边 ,逐次 地 增高 其 近似 程 论 。 
二 壕 方 浅 可 更 有 系 葡 地 禾 进 如 下 。 假 定 习 可 展 盛 。 的 容 般 数 


wo) — 2 ee) ， (64.7) 
代 和 {64. 仿 的 右边 后 ,得 到 人 了 z 
D3 (ru) o£ > Etmas, Sm ， (64.8) 


比较 8 的 各 睾 , 再 将 所 得 的 
e0: - (wuo) 一 0， (64.9) 
£1: (ea 一 一 加- (64.10) 
1 一 一 04.11) 


| 


uo, wo0 (n=1,2,8,..) (64.12) 
下 ,逐次 解 之 便 可 。 出 (64.99, 看 


uo— 工 . (64.18) 


和 将 此 式 代入 (64.10), 考虑 (64.12) 后 再 积分 , 则 得 到 


"do: 1 六 1 
“| 


Ly 


要]144 佛寺 PoincnrTt-]ightbill- 训 hb 训 怀 六 法 及 这 界 屋 放流 
Ul 
171i 1 
ui 二 (二 一 a ). (64. 110) 
同 娩 地 ,把 (64.18)，(64.16) 代 大 (64.1D), 得 到 
1 
— Tia) Molt (mm) — rot) u(y) — 5 (一 上 二) ,G.I 
一 171 J 
从 一 瑟 人 到- 去) $34.70) 


这 种 方法 非 节 有 系 航 ,故此 ,在 原理 .上 看, 无 芥 多 冬 商 的 近似 
莉 梧 以 求 出 。 但 假若 我 们 所 要 知道 的 是 wt0), 或 是 wl0.1)， 首 
先 , 对 于 (0) 产生 无 限 大 的 鳍 果 。 对 于 xt0. 了 二 车 取 至 第 8 近代， 
项 为 


we et 5g.… 10 十 二 (10 一 1000)s 


一 去 (1000 一 100000) ss 十，…. (64.18) 


车 # 的 和 值 不 是 丰 当 地 小 , 这 个 上航 数 便 发 艇 。 田 此 我 们 产生 这 样 一 


个 疑问 :部 4(0) 二 00 的 这 个 车 果 ,还 是 本 来 就 应 蔷 如 此 的 呢 , 还 是 
由 于 所 有 条 直 的 近似 潜 不 好 而 使 其 成 了 这 样 的 呢 ? 在 4 一 0 的 近 傍 ， 
随 春 进行 逐次 近 但 的 同 蛙 ,奇异 性 企 趟 断 地 册 加 和 基 。 

把 二 述 的 近似 慎 代 大 《6 二 的 dwjqs 的 柔 数 4 十 4 中, 便 知 
诞 解 的 浊 己 程 诗 是 不 好 的 。 在 %~0 的 近 傍 ,sw 和 2 相 堵 ,确实 不 


-一定 是 很 小 的 。 当 0 时 ,在 2~0 的 近 傍 ,最 高 阶 的 微 识 的 系数 


消失 ,这 与 WKB 尘 时 一 样 , 但 现在 是 非 儿 性 的 方程 ,着 且 恋 数 %， 
4 与 参数 8 允许 取 所 有 的 值 ,故此 ,就 更 为 复 淋 丁 。 

然而 ，{64.1) 的 精确 解 是 很 容易 求 出 的 。 不 取 2 而 直 % 为 变 
水 ; 则 方程 变 为 线性 方程 
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t: 
ty 了 十 Z 十 8 一 人 站， (G4, 19) 
人 (uw) 一 -~ E80, 064 .20) 
期 立 邵 竺 到 解 
UN =: — , 十 必 ， (B14 .21) 
或 省 由 边界 条 和 件 %( 了 一 I 把 ¢ 证 为 1 十 82, 则 这 个 解 出 可 写 汶 多 
vv 工 ， er 
一 去 二 训 ( 二 -中 (2 


反 过 潍 , 著 想 以 汪 红 了 玉 人 时 ,可 把 463.21) 或 164.223 淖 碟 是 先 
于 名 的 2 次 方程 , 解 之 便 可 。 对 应 于 中 二 -1 取 其 根 号 为 正 的 ， 
了 则 有 


w= z+ vai eT |, (64.28) 
由 此 , 当 ww 一 0 时 , % 的 值 (0) 疙 
VE v2 s 。 
“0) = ~ 1+ 有 +0(e) |] (64.24) 


尽管 它 可 以 很 大 , 但 总 是 有 限 的 值 。 再 由 11M5 的 外 形 不 难 了 


解 ,使 用 将 解 展 盛 s 的 短 般 数 的 方法 基 行 不 通 了 。 另 外 ,把 (84.28) 
慑 成 8 的 备 般 数 时 , 它 的 收 侣 半径 接 近 于 oa/2, 因此 , 当 w 趋 近 人 0 
时 将 管束 的 减 小 。 这 样 一 来 , 通常 地 逐次 近似 法 对 于 “将 得 不 到 


一 至 的 近似 。 人 针对 车 这 样 的 缺 聊 , 必然 要 求 对 现 有 的 近似 方法 作 。 


一 华 民 改 。 如 已 网 末 郝 样 ,最 好 征 避 开 解 的 奇异 点 ,或 是 奇异 点 昌 


从 着 将 (64. 灿 写成 


du du df 6 加 
0 


出 更 能 直接 付出 ,这 至 为 了 钢 述 方便 9， 采用 了 别 的 方法 。 


| 人 1] 
a 时 的 _+ ' 1 | 一 a ” ” La ” ~ - " - 
= 由 1 be 1 = [| ~ 1 ~ = 1 中 = ”- 2 站 
i en i er et 


Th 
i 


wo 


全 


a 
本 
时 | | 


er 


站 中 是 Do bl = - i =- =- mm, d= rr Tt Ca 叫 NE 
cer 一 
。 上 
~ = 
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-存在 ,但 使 逐次 近似 的 收 伍 不 受 其 影响 ,这 是 者 是 否 展 有 可 能 呢 ? 
各 在 (64.29) 中 见 到 的 异样 ， 车 独立 杰 数 与 因 变 数 能 安 换 ， 则 和 
> 进行 近似 确实 没有 了 困难。 例如 【64.22) 中 的 第 2 近 位 就 实际 地 粮 
和 出 了 精确 的 解 。 
3 但 在 一 般 情 况 下 就 不 会 这 样 顺利 。 因 此 , 可 以 考 号 ,把 独立 变 二 
数 和 因 变 数 丁 者 作为 划一 变数 的 图 数 而 琴 夏 平等 的 变量 。 剩 下 来 “~” 
的 尖 题 是 ,寻找 这 个 方法 。 ) 
作为 单 灰 地 使 用 振动 计算 , 逐 欢 近似 法 发 散 的 典型 例子 , 考 丰 
一 下 从 所 热 知 的 非 粮 性 振动 周期 解 的 峡 题 。 
作为 县 体例 子 , 拉 求 非 厂 性 微分 方程 
人 十 中 十 2 一刀 《64 .2 ) 
的 周期 解 。 洪 $ 为 时 间 , 刀 为 变 位 ,斯 这 方程 是 承受 与 wow 十 sw? 说 
比例 的 恢复 力 的 质点 的 振动 ( 非 炎 人 钼 振动 ) 方 程 。 当 8 为 0 时 , 它 是 - 
周期 为 2w/w 的 如 性 振动 方程 。 
人 把 (64.25) 当 s 为 和 时 的 解 
tio — tt CO cot (84.26) 
著作 为 第 1 近似 ,并 求 形 状 如 
Ee : 时 一 Wo 十 EU 十 …。 (B4 .27) 
: 济 的 解 , 基 知道 对 志 的 方程 为 
Ee 二 二 "( CO ai 十 于 COS 30t) ， (8684.28) 
”其 解 为 ¢ 
六 4 一 — t Sin cwt + 5 了 CO Swot Fy C08 wt TT 1 Sn cot 
a (64.29) ~ 
村 


但 是 fsin wt 全 与 周 出 解 的 条 件 相 这 得 , 同时 当 3cc 时 , 引起 了 
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解 的 发 歧 。 上 与 前 述 的 网 题 同 样 , 越 进 行 高 次 的 近 伺 ,这 个 情 疯 就 龟 
亚 化 。 这 个 时 的 起 因 是 家 于 《4643) 左思 的 项 cos wf; 因 沥 妆 
44 .328 的 左 迪 一 0 时 ,所 产生 的 是 周期 为 2 oo 的 振动 邓 先 ,对 这 
个 邓 千 加 于 了 同一 周期 的 独力 后 ,得 于 共振 。(64.28) 与 共振 的 方 
三 乓 有 相册 的 形状 。 电 解 块 这 个 困难 可 用 熟知 的 Poincar6 法 。 因 
为 人 4.35) 有 精确 解 , 所 以 在 用 壕 Poinearé 法 之 前 ,上 先 失 (64.25) 
开 妇 醋 究 。 以 quidt 当 和 .25) , 才 将 它 改 写 三 


adap dFfilfdNy:, oa, £ z 
人 0， (64.80) 


积分 后 ,再 者 过 


( 守 ) 二 oa 十 总!.9 思 一 常数 (64.81) 
(Gu/dh)2/3 为 动 酌 ,wj2 十 ets/4 为 位 能 , 如 为 全 能 量 ) , 则 得 能 
械 (bnergy) 积 分 
-| 一 ee 
AD — wl ut /DD 
-| yar ny (04.82) 
(第 3 项 为 利用 {84.33) 的 4, 设 w= 4 sin9 而 得 的 ) .这 是 椭 图 积 
分 , 震 显 然 可 知 ! 汐 上 的 周期 夯 数 ， 利 用 一 般 的 方法 便 可 求 出 振 
幅 和 周期 。 振 幅 和 4 疙 |t 的 最 天 值 , 郭 当 /Qt 一 0 时 的 刀 值 ( 辣 税 


地 ， 也 可 作为 当 (84.82) 的 分 母 为 0 时 的 % 值 ) ,由 (64. 人 1), 得 到 
如一 二 (一 ca VarraeB ) 
= (~—1+MIraB/or). {604.383) 


周期 工 为 由 0 起 娄 过 4, 0, 一 4, 再 向 和 到 0 的 时 间 , 飞 由 
(864.,32) 的 定 租 曾 数 的 对 称 性 得 知 ， 蕊 是 出 0 到 4 的 时 站 的 直属 ， 
Eh 


| 1 1 
RB: 
-了 ， am 
I 


引起 埋 呆 着 卫 Dimeart6- 开 区 tnii 邯 订 入 态 王 吕 过 界 技 方法 


ru 


+ 
M4 
i | a 9 gr 2 


4 | 0 (64.84) 
wo ledti—cosd, 2 


污 8 很 小 过, 把 (64.38)，(64.84 民 虐 8 父 迁 衣 数 , 则 得 


A2s .2 14 Of 2 )|; (64.85) 
2 < [一 2 (sos 9]ag +0 (£4 8 二 ) | 
el Br +o( er)] 64.80) 


(64.86) 充分 地 揭露 了 (64.26) ~ (64.29) 的 手 秆 上 的 缺陷 。 
郎 , 若 sd4aoxs 很 小 时 则 周期 昼 25 1w, 而 与 振幅 泡 关 ; 初 看 起 来 似 
乎 有 可 能 把 解 写 成 2 /ww 的 周期 历数 ; 然而 , 当 了 很 太 时 , 风纪 与 
和 六 恒 相差 很 小 , 但 人 位相 Qt 与 mt 之 莽 介 本 能 非 带 天 ,所 以 不 可 能 
成 为 近似 解 。 这 就 是 有 昌 出 更 在 (4.29) 中 的 危 队 项 #9in 中 而 产生 
的 问题 。 

旺 然 可 知 , 有 效 地 近似 法 是 :必须 全 用 具有 64.34) 想 464.830| 
所 用 示 的 周期 的 图 数 。 但 好 或 8 在 开始 时 是 未 知 的 ;因而 必须 以 
适当 的 方法 决定 写 。 

Poincaré 的 方法 是 : 当 含 有 小 套数 8 的 联 立 方程 


CR | t 
a 一 .村 » tm, ea . "9 人 的) a) 


(==1, 2, 9 (64.37) 
于 8 一 0 有 周期 了 To 的 往 单 的 周期 解 ww? 时 ,把 解 展 下 由 4 开始 的 
8 的 带 秋 数 

wu 一 > er; (64.38) 


点 所 
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后 叶 手 上 巷 语 上 还 的 情 吏 ,把 周期 耳 民 成 Ho 一 25 /下 娠 的 8 的 


生 珊 煞 


人 一 T4 十 2 卫 1 十 …， (64.39) 
然后 , 全 上 逃 的 艺 阶 项 能 授 济 失 展 样 , 逐次 地 决定 瑟 ， 这样 地 壕 
证 不 锡 过 手 抽 象 了 ,个 取 (63 .站 ) 为 例 来 解释 一 下 (部 ， 于 464.87) 


中 ， 当 mw 二 2， wD=g, WD= dw DD=WD, ED wD 
一 2 的 情 吏 })。 鸭 了 往 单 想见 ,假定 与 (6.39 等 价 的 有 

及 -9= 8601 822002 二 ， (G4 .40) 
让 和 开 ,再 把 

= BE Bg {64,41} 

与 (64.88) 同 时 代 大 (6.25), 然后 比 崇 的 等 餐 项 , 其 得 

+ Qo=:0, (64.42) 

生 二 at 一 起 二 2， (64.49) 


Fh 


(464 .42) 不 过 是 在 (4 25) 中 ， 似 蜂 了 第 3 项, 再 把 驯 换 距 中 
而 已 ;而 (4.48) 是 在 (84,28) 中 加 上 了 2owmzthw 而 得 的 式 子 , 赤 为 


a 上 Gu 一 (一 于 十 2ol69 jeos Ci 一 cos 805. (G4 .44) 


dt 4 
共振 项 为 60g 53f, 车 使 失 柔 数 沟 0， 即使 
Bos 
1 一 市 地-， 《64 .45) 
若 窟 将 稚 消 去 。 和 将 此 代入 (64,40)， 由 有 
Qo [1+ Se OO 人 -| (84.46) 
车 和 再 考 虚 


2 
| 人 4 一 ax lg co wf tew!’ | 1FOL ) |， (G4. 47) 


人 


Te 
人 


5 We er dr Tr 5 号 三 
Yr 这 下 Fe i es 人 :en 
四 加 =- 


< 


卫 3 自 规 号 误 ”Poinoaré-Lighthill- 郭 水 怀 注 法 及 过 绽 层 方法 


基 得 与 (64.86) 一 匆 的 类 水 。 
总 之 ， Poincarg 法 古 贷 师 于 所 毅 同 期 的 未 知 套 数 的 展开 而 除 


去 了 困难 , 但 古 对 于 人 (6.1) 这 种 方法 是 不 砍 接 全 在 的 。 可 是 只 要 


把 Poincaré 法 梢 加 改变 , 宅 便 会 人 有 更 广 证 的 用 途 。 

罗 为 我 们 的 日 的 在 于 烧 一 个 恰当 地 Qf 作为 位 相 , 所 以 着 把 人 3 
写成 Qi 一 o, 业 和 便 可 知 : 车 不 下 为 独立 变数 ,而 取 7 一 旦 为 
凶 立 变数 , 则 利用 原先 的 名 也 可 以 写 出 形 如 如 的 恰当 的 位 相 。 搞 


名 本 说 :就 是 改变 一 下 时 加 的 民 座 (由 场所 而 定 } 由 于 这 个 方法 在 


非 周 期 的 情形 也 适用 , 因而 它 的 应 用 范围 极 广 , 说 冰 有 沈 笑 性 。# 
等 了 的 关系 如 


t—t(r) 一 五 7 一 5 一 -于 32G r+O( 2 


所 示 , 它 与 进行 连 次 近似 的 同时 使 可 求 出 ; 所 以 愉 好 如 在 个 4.234) 
之 后 所 布 涓 的 那样 ,提供 了 一 个 以 朝 助 变数 示 示 独 六 变数 的 方 洪 。 


人 ) s (64.48) 


(64.25) ,只 看 写 Hew7T ,并 把 
(64.40) 以 下 的 省 个 式 于 改 轩 
一 下 哎 避 以 了 。 在 这 里 我 们 再 
讨论 一 次 (64.,1), 关于 更 一 般 
地 情形 ,留待 以 后 再 进行 灵 验 。 

图 人 姓 .1 表示 (4.28) 中 必 
与 和 的 关系 。 如 外 ,微分 方程 
064. 在 231 平 硬 和 点 处 葵 出 了 解 卓 维 的 开 莉 ; 当 jw 十 5 一 避 肝 ， 
胡 六 下 为 下 直 的 《aa /do 一 00)， 而 w- 24--0 为 接近 于 它 的 所 有 的 
解 砷 粮 的 新 近 熏 ，。 图 中 的 虚 莉 表示 (64.1) 的 近似 解 (64.18) ,sw 二 0 
为 革 竹 捞 米 , 当 克 0 合十 时 ,有 谷 寻 的 近代 ,和 而 2 辣 开 近 0, 起 盖 
就 他 大 。 


于 时. 


要 想 把 部 才 讲 过 的 想法 应 用 于 


re 


-me 


Tr 
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但 是 ,to 了 世子 是 完全 没 行 用 的 。 册 图 中 有 所 示 ; 可 把 它 和 看 有 碳 别 区 
变数 二 的 坪 数 ， 只 要 求 出 与 问 的 恋 掀 ,和 央 便 可 由 宅 求 山 正 确 
的 解 : wo 一 mm 二) ,这 样 作 趟 会 产生 未 次 近似 的 发 散 。 另外, 营 拒 
图 中 的 横 轴 延长 , 避 2 与 一 般 地 相 匡 很 小 , 宅 表 示 了 8 的 程度 ， 
加 时 宅 还 尼 有 这 样 的 性 质 , 即 在 况 开 0 较 远 处 将 要 销 上 类。 因此 ,在 
有 有 这 异性 交 地 上 ,了 出 能 利用 延长 变动 各 计 挛 数 扩 坐标 山 的 方 法 ,而 
合 粗 上 略 的 近似 成 为 精确 的 ,从 而 在 全 域内 得 到 一 私 的 近似 。 鞠 讲 


“这些 你 为 引导 ,下 面 讲 计 其 体 汪 法 。 


现在 询 了 全 (164.40) 与 083. 把) 能 同 栏 地 进行 近 做 乱 同 时 ， 进 
行 精 蜜 化。 把 2 与 缚 的 对 应 洋 秒 玫 下 为 


Pm) E+ er (tt) 二 Sara 人 ， (64.49) 

况 为 了 箭 间 起见 ,假定 于 2 一 处 z 与 上 是 一 息 的 , 则 有 
wi (1) =x(1) = =0, (64.50) 
他 以 二 为 独 衬 变数 ,把 (464. 蕊 部 1 和 .有 写成 
是 (四 = 一世 和 怠 ， (GB4. 51 

再 -把 

中 一 to 人) 十 8 + {64.52) 

与 (64.49) 代 天 (64.81), 然后 比较 8 的 等 宕 项 , 则 得 到 
全 Co) -0 (64.53) 
(S41) 一 一 加 的 - 率 (Cit0) ， (64.54) 
vo} WO， 鸡 = 一 二， 人生 ，，。 《64 .55 1) 


丘 (64.53) ，(64.55), 得 到 


本 


写 3 第 遇 林 ”PEoimecar& 开放 httill 一 革 坏 万 法 及 过 界 层 方法 
.4 64.56 
Ho (6) - Ee 了 ” ) 


和 秆 此 式 代 大 (64 .5.4) ,得 到 


d 、 1 df/ ) 一 -和 | 41.57 
de (1 Es 人 全 852 走 ) 64.90) 


考虑 (64.55), 并 把 (64. 扫 ) 积 分 珊 &, 由 所 得 的 
了 上 2 
EL = 5(1 本 (64.,68) 
与 (64 .415 只 相差 辐 项 。2 是 可 忌 返 当地 选取 的 , 但 在 现在 的 情 
形 下 , 潜 选 取 能 局 16d4.58) 的 在 过 拖 本 为 如 的 
wa 二 (1 一 二 )， (64.59) 


央 志 三 0; 再 把 za 以 下 的 选 鸭 9, 期 在 64.84) 与 (6 和 ,141) 以 后 的 ， 


关于 怒 入 下 的 式 子 里 ,ww 以 下 的 完全 成 为 0; 这 简 一 来 ,只 用 wl(6) 


便 可 号 得 沁 精 硝 的 值 。 把 马 . 上 的 嫩 来 代 和 大 (64.52) 64.49) 后 ,得 


到 的 . 
w 一 去， (844.60) 
_£1 etfs 1 . 
| wx 一 十 人 (1 五) (64.61) 


”人 悄 实 与 (64.22) 一 致 ,并 粮 出 (64,1) 的 精确 解 。 在 现在 的 情形 下 ， 


可 选取 v1 使 (64,88) 的 右边 完全 鸭 0, 而 辣 一 般 情 形 下 , 应 该 你 非 
兹 竹 振 动 的 情形 一 样 , 移 取 有 恒生 险 硕 工 生 消失 。 这 和 群 作 虽然 得 
到 的 不 是 类 克 解 , 但 是 至 少 在 全 件 域 中 会 得 者 一 和 致 的 近似 。 

上 上 述 方 法 一 般 地 也 可 以 推广 到 俯 油 分 睫 程 。 只 人 须 在 炮 性 方程 
的 奇 群 点 《〈 例 站 2 一 9， yg 二 0) 的 附近 施行 坐标 闪失 : w=w (&, nm)， 
y 一 y (8, ) 邹 可 。 这 样 的 坐标 普 换 ,只 要 使 近似 和 解 ww(&, 攻 与 正确 
能 afz, 四) 尾 可 能 地 接近 ;所 以 它 是 可 以 求 得 的 。 即 使 用 形 如 

TE EriE, PD) + …, (G4.62) 


Te 


-i 


865 常 襄 人 苍 方 程 fr 二 人 一?) 一 0 333 
y= yi, 9) 二 (64.68) 
vuole, Nn) IT eute, 人) 十 (8+.64) 


的 展开 ,个 s 以 下 的 在 全 变 域 中 尽 可 能 地 小 。 只 而 来 典 定 二 ; 角 . 
甘于 中 的 方程 和 小 二 0 附近 的 奋 评 福 ,一 般 让 比 尖 于 Ww 的 强烈 ， 
慷 赴 这 一 点 了 世 吓 可 以 各 驶 的 ;另外 ,在 关于 纪 的 方程 中 , 荐 把 它 克 
汶 奇 异性 原因 的 项 消失 后 ,再 利用 关于 sw8,y 的 方 程 , 便 可 得 到 决定 
2 1 的 办 法 。 , 

ighthill 抠 上 上 述 方 浅 应 用 于 科 性 化 了 的 方程 与 原 微 分 万 程 
询 同 阶 的 情形 ,而 郭 了 永 怀 再 进 一 步 ,作为 第 工 近 侯 的 方程 是 非 药 性 
的 . 防 数 比 碌 方 程 低 的 例子 ,而 把 上 上 壕 方 法 应 用 于 汀 过 平板 的 粘性 
流 的 边界 层 近 似 的 精密 化 问题 上 , 拓 且 获得 了 成 功 。 钱学森 就 取 
了 Poinoaré, Ligbthiii, 郭 永 怀 (uo) 开头 的 字母 ,把 上 淖 的 方法 
命名 为 PLK 法 ,但 荐 这 种 由 法 也 趟 完 伯 一 长 。 欧美 有 很 多大 称 
这 种 方法 为 Lighthill 法 (Lighthiii-tochniqus)， 

但 是 这 种 方 凌 还 只 是 出 于 实际 应 用 者 之 手 ， 因 而 关于 它 的 收 
误 星 点 及 其 他 严 韦 的 理 昼 ,还 有 有 和 银 多 不 完善 之 处 。 只 有 Wasaw 对 
§ 65~ $69 中 所 浴 的 特例 进行 了 座 明 ,所 以 关于 这 一 方面 还 有 鞭 于 
数学 家 将 来 的 努力 。 岂 干 音 向, 以 禾 可 特例 的 解法 的 技术 汶 主 , 洋 
于 收 伍 性 等 的 门 丁 , 亚 趟 允 祁 管材 了 了 。 呈 手术 一 些 诈 明 的 轩 路 。 


8 上 5 常 微分 方程 (wemnu gr}u 一 了 (we) 一 0 


从 lighthill 最 时 提出 的 例题 
。 Ll= (rauuw 十 全 (中 一 全 (人 . (65.1) 
开始 研究 。9 (ww),， ?tz) 在 问题 的 区 域内 是 正则 的 。 竺 别 , 车 在 方 
程 中 , 代 夫 了 取 在 ws 一 z 处 有 需 点 的 汞 数 了 (ww) 时 , 它 便 是 
[大风 十 8 全 于 站 [同一 他 《如 [65 :2) 
的 其 至 依 交 汉 2 一 0 w=0 时 , 的 凶 数 为 0, 该 是 定 的 特点 。 


了 了 
' nl 


| dl 1 ”人 
二 


Te ' ” re- 了 ~ bh 


[ 
! 


了 『 加 已 | =- FP a - - = 
7 


| 


a9 戎 Poincarg&-Liehtnill- 字 永 邮 证 江 芝 边民 屋 广 六 
现在 沽 屹 ,在 过 党 条 件 ,例如 
出 一 二 ， =u (65 .3) 


下 上 ,如何 解 1 人 5 .1) . 在 3z4 平面 1 来 部 ,这 不 过 是 台 找 通过 点 人,3) 
的 解 听 稚 叶 了 。 
滞 用 前 间 的 少 话 ,施行 蛮 煞 变换 


出 一 二 十 82 + em ld) 十 (85 .4) 
WMotd) 十 SET) + est) 二:, (85.5) 

并 考 左 久 一 didw 一 (duide) i (ar,dg)， 央 (65.1) 可 加 为 
(woe)t+ {ots uo— rm y=0, 65 .8) 


这 星 章 “2 或 示 对 去 的 微分 。 
考虑 465.4)，(65.5)， 在 8 一 上 的 近 傍 ,把 ff 一 ”(o} 全 展 
开 , 册 得 到 


otra rte) zr {quit (gs—A gr (we 


+ F(t, w, TY, ¢) (65.7) 
Fo wo | -G+ ot ut 


-二 Ce 一生 于 十 


| 
一 之 Bl Tay We 1 tn U1 上 NA65 .8) 


/一 之 4 Ra rr i 7 (6) 1 Dr rauy, 065 .9] 
但 是 
0 十 204 十 二 As 十 2 有 十 PPy 一 8 B=0, 于 y=0, 1, (85.10) 
这 里 的 i， ga， ri 73 只 , 分 剂 表示 1 (CE) ri 全) 站 了 (5) T(E) ,将 
(65.7) 和 (65.8) 代 大 (65.6), 并 才 虚 (65,4) , (65. 凡 ,再 使 8 的 同 
各 表 相 等, 央 得 到 


8 65 常客 寻 方程 (7 十 50H 五 一 站 | 和 必 2 
Iolo] =é00t yuo 一 7 一 0 (65.11) 
Lf, wl ei 

于 ono—i mt un =0, (65.12) 


LL [2,, ws | Et 十 这 ?7s 十 (Fun 六 Ts 
+ ott) R 0 (65.13) 


但 是 
R= WY oR OY tt YY ru, 
环 十 二 沽 车 止 十 出 二 一 1 此 和 已 到 世 
a ， Fi 
十 WW 上 FP 二 8 
HL, pt 
淋 取 


wotlY=a, vd)=0, zl}=0, 3 一 二 2， {65.15) 
山 进 界 系 件 (465.8) 恒 被 满 是 ， 最 后 的 条 御 , 即 是 选取 志 , 使 当 二 一 寺 
时 ， 父 -= 二， 
现在 , 量 题 已 归 精 到 , 在 进 界 条 件 465. 巧 ) 之 下 , 由 (如 ,1 的 
解 wo 开始 , 逐 殿 地 解 (65.11)，!65.12) ，…。 但 是 ,因为 在 465.12) 
以 下 的 才 式 中 ,都 有 如 (wa， %1) , (Wa， za) ,的 油 个 未 知 数 , 玻 应 上 洁 
丁 殉 


Ls fis, Ws] = Li [2 ] + EY [zs] 一 D0， (685.18) 
然后 ,再 分 成 如 下 的 茵 个 式 子 ; 
， Fo Tw Et gu t+ RV=.0, 8=1, 2, +, (65,17) 


PDT] = or rt ot ou mT BRD =0, (6.18 

这 里 的 一” 和 记 "', 在 满足 
RT BR sR, (856. 19) 
的 条 件 下 ,完全 可 以 性 党 地 选择 。 但 假若 可 能 的 话 , 还 是 选 启 ”* 寺 0 
为 最 好 。 固 为, 这样 作 , 则 从 (8.15) 得 到 二 0, 3 一 ,2,0… ,于 是 
只 以 wo 便 可 以 者 未 妇 茜 及 容易 判断 收 项 性 等 。 惧 征 在 其 些 疝 题 


3 » - 
a 2 eg = ”- 
上 


te a 


pe 
一 了 


本 
”= 


rl 
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,和 定 瑞 的 解 专 " 三 0 会 有 困难 。 那 时 ,可 利用 在 (65.19) 中 所 提 到 
的 灵活 必 3 把 了 分 开 : 全! 党 击 合 于 辐 题 让 ti 
若 将 \65 .1 鉴 与 汶 
证 到 人) | 站 1 ) 一 地 op 全 de, {686.20) 


就 容易 积分 。 俯 臣 ?0) = Yo, ,0s Esa)| oe), 在 5 一 0 
的 和 近 傍 正则 , 研 闻 


ezp | = 6) dé oxp [一 oo 1ogE 一 9 从 十 …] 


一 此 全 ) ， (B85.21) 
这 里 的 (全 对 于 | 站 三 1, 是 未 为 和 的 二 的 正则 曾 数 。 
把 (65 .2 世代 大 (65.201, 涝 谎 (66.1) 再 积分 , 则 得 到 


一 下 9 p(é) 一 让 rt ) i 
volé) -=at By te $e) By" dm, (65.22) 


从 而 , 若 go 不 为 0, 或 为 瑞 整 数 时 ,可 把 Ww 从 ) 利 用 对 于 | 三 1 为 
正剧 的 十 数 Pi(E),， Ps( 如 ,写成 
to 人 EP (EF) + Pe) > AE m+ BE SO0),. (65.23) 
另外 ,车 加 取 如 0, 一 了 了， 一 2,… 的 0 或 再 的 整数 时 ,期 由 (65,22) 
后 面 的 积分 , 得 出 与 iog 上 成 比例 的 项 {与 合 wi 的 ?1% 成 比例 的 
HL ;上 太 而 ,65.23) 有 下 而 形状 : 
tf) 一 此 mR [PE + Be) log £] + P(e) 
AF mlog EB (£30), (685.249 


由 (65.14) 知 
R= RI + .R= woo, (85 .25) 
因而 , 关于 乌 的 问题 归 精 为 在 (6.17)，(65.18) 中 , 对 3==1, 在 
(TD) =0, wi(1) 一 0 的 条 件 下 , 解 
Et gu RI, {85.26) 
(Cn 一 门人 十 (eq 一 站 了 :~ RI (65 .27) 


所 


es ; 


和 人 的 情形 997 
在 普通 的 择 动 法 中 , 对 于 全 于 0 有 一 一 0， 一 ?一 一 wwtio; 草 
解 tt6) 是 , 在 (65.26),， (65.22; 世 ， 以 一 xm 代替? 青 窗 照 
(65.20)，!65.21)，(65.151， 所 得 的 
dE) = EP | wedy, 《65.38) 
1 


让 (65.23)，(65.24) 知道 ,若是 ge 不 是 0, 或 是 整数 时 , 则 当 记 >0 
时 ， 
ue) = Ofu (eit)] 
OE OE EFFO), (65.29) 
oC—0, ~1, ~—2,..: 时 ， 
We) OE et log £) + O01Y. (6b .80) 
由 .上 上 述 可 知 , 岂 于 96 的 符号 和 整数 性 质 的 不 后 , 因而 闫 具 的 
奇异 人 性 的 形式 也 有 所 了 不同。 即 , 若 go 记 0 时 , 如 (665.28} 的 第 1 项 
所 示 ， wo(8) 当 上 二 >0 时 发 散 , 而 三 更 增 大 了 这 种 倾向 ; 可 想 而 知 ， 
当 重 复 进行 逐 识 近似 时 , 硒 弹 体 将 增 天 到 2 oo 一 上 1 倍 。 
另外 , 车 go<0, wo (暂时 为 有 限 , 但 如 (65.29) 的 第 2 项 所 
示 , 每 进行 一 回 逐 次 近似 ,都 将 十 加 一 个 因子 上 + 因此 ,可 想 向 知 ， 


这 样 继 胡 下 去 蓉 入 会 当 0， 而 世人) 拒 为 无 限 大 。 


刃 外 ， 吉 次 近 忆 的 收 笋 秆 径 当 50 时 ,前 者 的 为 Earl， 捕 者 
的 与 5 成 比例 的 征 小 ,这 谣 明 了 展开 的 非 一 致 性 。 

愉 上 述 情 次 为 基础 ,在 以 下 的 数 贡 里, 分别 君 蓝 go>0, go 二 0， 
go 芋 一 1, 9g 之 一 1 的 情形 。 


§ 66 go 二 0 的 情形 


go 人 0 时, (6b .29) 当 5-70 寺 发 表 的 原因 是 因 洲 诅 了 五 各 二 0， 
但 是 各 加 (6,28) 所 示 当 二 0 时 发 散 .， 可 是 把 它 和 看 成 了 与 
Ri — gd ODE FE QINO 1 (86.1) 


+ -rr 


me 


HE et 


和 第 9 于 Poinraré-Lighthil]- 郭 床 定 方法 及 沪 界 记 方 六 
惨 辐 的 , 页 此 导出 了 这 样 的 车 果 。 这 时 的 外 全 全 ， 人 人) 加 
465.28) 所 未 ， 是 的 多 项 式 , 甚么 数 为 汪 的 正则 部 数 ， 汶 了 如 
党 这 些 , 大 把 纪 至 少 保 捧 与 Ww 一 0 的 各 % 术 后 所 得 的 
Ds) 有 有 相同 的 程 庶 , 就 必须 把 最 您 陵 的 帘 芋 项 发 法 从 总 间 中 托 
谐 。 服 便当 章 办 法 是 : 取 BW' 三 0,， RT?=R1, 并 使 也 二 0; 现在 ,在 
最 不 好 的 杀人 性 下 开始 帮 [ 完 。 中 此 08.26)，\65.27) 为 
Ea ee me), (66.2) 
(quo— rt (ot uo — FR = G0 OD (£), (68.8) 
(C68. 中 的 解 是 在 (6.28) 中 , 训 一 29% 换 成 wota 后 得 
到 的 


mE id, (068.0 


当 上 ->0 时 ， 写 确实 是 电导 2) 另外 (066 .8 对 于 0<E<l 滥 消 
是 条 件 : 
qo 一 个 关 侣 ， (68.5) 
草 在 二 0 以 外 为 正 划 ,在 上 0 的 附近 ,考虑 (65.23)， (65.1T ， 册 
成 为 下 列 的 形状 : 
(goAé tm (qoAEe TL) 


— od (B68.6} 
所 以 ,对 于 8 一 0, 全 号 一 BE 十 …, 再 决定 BB8, 便 可 知道 @ 是 
me AF ti (got+1), (66.7) 
上 且 对 于 0 和 5# 委 1, 为 
TE) 一 二 RL (86.8) 


的 形状 ,这 娃 的 1( 引 是 基于， 交 的 正则 画 数 。 

让 上 上述 的 铺 况 可 知 , 为 了 对 于 上 >0,， 将 辐 ( 乓 到 到 口 ( 上 -Glen 
项 汐止 , 566.183) 中 的 Bi? 必须 代表 最 危险 的 芽 ; 有 从 而 四 对 于 亡 >0 
有 奇 关 性, 蔡 且 ,其 奇异 年 逐次 上 升 独 上 o 一 般 地 蔽 ,mm 一 >O(E om， 


NN 


‘yy | 


a 
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这 个 事实 也 可 以 从 (66.9)，(66.,13), 66.14) 等 秆 料 得 到 。 
班主 再 用 数学 卫生 法 吾 证 这 个 加 题 。 滤 于 8 一 工 的 情形 , 本 
(66.8) 中 ,已 经 首 明 这 了 。 假 定 s 到 mm 一 硅 为止， 上述 结论 都 是 正 
确 的 , 现在 证 明 当 8 为 和 4 时, 上 还 竺 论 也 是 正 殊 的 。 由 《65 .14) ， 
(868.9) 知道 , 于, 可 表示 胞 为 下 烈 的 形式 : 
R=E MD EY) 十 二 -人 tmoCO (EN ， (66 .9 
QD OO 基于 加 丰 二 都 是 正则 的 。 把 吾 分 成 如 上 的 两 个 
部 分 , 全 第 一 项 为 RB!', 再 代 大 (66.18) 中 一 的 式 中 , 然后 用 外 
‘66.83) 求 ma 完全 一 样 的 办 法 【 主 项 是 同一 的 ) , 当 #-x0 时 , 求 出 
v0 {te elton) 再 分 第 2 项 为 轧 ", 代 大 
(65.17) 当 s 一 ”的 式 中 ， 然 后 用 由 (66. 轨 求 (66. 人 完全 同样 的 办 
法 , 便 得 到 纺 一 OLE-”+b%)， 这 与 在 开始 时 所 估计 约 mm, 三 一 改 。 


证 堪 。 
施行 了 上 述 方 法 , 精 果 对 于 5-x0, 得 到 了 
We) — OE nm), 466 .10) 
Te) — OE ™), (68.11) 


这 个 精 果 与 在 (65.29) 处 所 预想 的 ,用 摄 动 炙 得 到 的 值 记忆) 
一 上 OE T4100Dt) 折 过 一 下 , 好 梨 辩 不 了 多 少 , 但 实际 上 , 已 好 有 
了 很 天 的 改进 。 

作为 一 个 例 于 ,， 当 考查 一 下 在 最 危险 的 点 %= 一 0 的 近 收 的 情 
光 。 当 8 充分 小 时 ,由 (66.7)，(66.1D) 知 道 ,在 “二 0 的 近 傍 ,# 为 


w=—éta (~— A + ) 0 sm) + e0(E 0) + 


(66.12) 


全 z==0, 再 就 解 这 个 式 于 , 便 得 到 


1 


1 
1 | tT 
= Be 上 5 中 水 [1+oOts qott ) |],， B 一 (二 十 工 ) ， 5 


b = 下 | 
Ti ye 


A 


= -op 书 1 可 _ 
-~. 3 记名 ti 3 ] 
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从 而 ,在 #0 的 近 傍 ,Ni (66.10)，(686,11) 分 出 得 出 
—— T+ —— 1 
Ba— E00 [a dorl ]=&e wrt Ofte Tt ), {68,14) 


ers—eOfe rj—OF (en)], (66.15) 
车 1 (oo 二 二 > 其 这 个 如: 时 表明 ， 当 8 了 到 忆 无 分 小 时 ，(66.4)， 
(65.5) 在 xw 一 0 处 也 疏散 。 另外 , 特别 需 竖 注意 的 是 : 8) 不 是 


0 ,而 是 0(e 如)， 从 而 , 洁 我 四 =00G x5, 那 来 用 前 面 的 


近 司 甘 去 求 ， 蔚 热 会 导出 8 一 00 站 车 葵 。 

当 8 充分 外 时 , 若 开 

2 一 Wo 二) 《66 .16) 

为 散 粗 轿 的 近 休 ， 并 取 《66.123) 中 到 第 2 项 汶 . 正 的 各 项 为 二， 则 
在 z 一 0 的 近 傍 ,可 忆 得 到 同样 与 好 的 近似。 但 是 , (686.12) 是 解 的 
人 参数 坟 示 ;从 而 ,从 得 出 的 二 知道 ,2 为 @ 的 多 值 责 数 。 当 然 , 在 我 
们 有 时 这 的 情 过 于 , 难 取 使 2 一 工 与 去 = 工 一 私 的 委 司 可 。 

车 在 (66.12) 中 ,家 dxjads 一 0, 便 可 以 得 到 引 志 上 述 霓 值 性 的 
分 配点 5 及 对 庶 的 轨 ， 印 


6 一 (一 E 寻 rn TT 

> go 十 1 ' 
| n 1 (66. 17 
. Eq Nt 

站 工 十 一 一 (一 -经 从 

下 0 go 1 ) " 


这 个 奇异 性 不 是 由 近 怕 法 而 产生 的 ， 和 而 是 奢 方 程 485. 卫 在 一 开始 
便 存 在 的 。 关 于 这 一 总 ,由 王 列 事实 便 可 以 知 道 : 郎 (66.17) 中 的 
zo 与 从 下 65 .23) 导出 的 这 种 点 的 芭 值 之 间 , 闻 关系 式 


工 人 由 on Tr 
got euo(I+ fo A- qo 十] ) 


一 是 站 
BA 0 十 上 
+ad( 一- 全) -0， (66.18) 


并 且 , 使 (65.1T) 中 dwjdz 的 系 教 为 0， 这 种 占 法 的 优点 ;就 是 对 于 


4 


2 


7 一 的 情形 


4 值 流 贡 的 ,其 由 (66.17) 


这 种 特 奈 情 形 也 能 进行 处 理 。 汶 外 


了 351 


知道 ,分 玻 点 为 出 班 在 0 与 王 之 更 的 2 的 竹 数 值 。 图 .1 表示 在 


术 盖 站 的 做 形 ; 而 刀 <0 的 博彩 ,由 图 
66.1 所 天, 解 停 引 在册 一 的 一 让 2 
处 , 并 及 不 能 芋 . 阿 前 延 括 。 对 于 
< 和 < 根据 166.12 所 和 坊 示 的 mm 与 
5 的 对 应 ,可 能 把 各 司 ) 作 为 由 ez) 的 
此 好 近代。 当然 , 震 把 让 个 想 法 苯 
充 到 复 弯 数 , 则 5.4)，(65.5) 在 
多 一 的 近 伴 都 可 全 用 人 在 适当 的 
了 iomanmn 面 上 )。 


大 66.1 


车 44>0, 划 在 0 与 工 之 癌 的 ” 外 不 存在 分 歧 点 了 (一般 地 是 
复数 ) ,% 对 于 取 肌 的 实数 值 的 2z, 也 只 有 当 它 关于 ww 的 般 数 (65,5) 


政令 时 , 闻 是 正则 的 。 


§ 67 qo 一 0 的 情形 


为 了 人 饮 单 起 昆 , 只 在 $s 一 0 人 的 近 傍 作 得 单 地 前 壕 。 由 (68. 22)， 


(65.24) 知 道 , 当 5 一 0 时, uo) 可 以 写 汶 
wot) 一 go log EF B+O log 0), 


(07 ,I) 


于 是 , 出 (65,22) 知道 , (65.24) 中 和 的 雪 4, 由 ro 一 ”00) 葵 出 。 所 以 ， 


i 一 votio 为 


Ri (ro log g++B)+O(og ED, (67.2) 


车 第 1 胡 合 于 前， 则 当 530 时 ,65.27) 可 - 写 为 


[—ret+O(t10gé)]z+| 


= 


分 


(To lOg 上 十 上 8). 


0 (og Ey [a 


(67 .8) 


一 一 ear 


字 


和 


i 


和 
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以 一 ?ot 除 之 , 苍 略 去 小 的 而 ,再 收 与 为 
好 + 各 卫生 时 了 2 - 
(a) bologtt A) (67.4) 
划 有 
1=: 一 9 10 名 点 -一 《ro 十 2 ， (67.5) 


肥 因 为 (5.26) 的 右边 为 号 (Gog 5) 车 此 朵 加 一 0, 央 当 6530 
时 ,局 汶 


w=0(| sg) #6)- .0OC0og 多 9 (67.6) 


:与 之 0 时 同样 , 沟 了 把 你 桂 在 Otog5) 恒 的 程度 ;可 以 肯 定 


Re 必 席 为 最 危险 项 。ws 为 QUUogS) 一 人) ， 
劳 外 ,利用 (5 和， 人 G7 有 ，- 与 出 
“=E—et[lrologt+rof Al+O(E)} +Ot{e (Ioge)’}, (67.7) 
则 一 0, 三 
£708 (]0g 8 十 常数 ) (67 .8) 
粮 时 ,可知 般 数 (6B.4)，{66.5) 在 zz 二 0 近 傍 收 误 。 


$08 gh 三 一 1 的 情形 


”一 般 地 ,在 go<0 的 捕 形 下 ,由 465.22) 知 道 , 当 上 >0 时 (go 为 
和 摧 艺 数 的 情形 除外 ) ,有 有 


j 一 ]j 一 四 Sm 二 个 人) 
lim Wo ls ) lim Er 700) 
OE") +O(E), (88.1) 
lim ti (&) = OE 1 OY, (68 .2) 


wo(0) 天 有 限 值 ,但 可 知 当 go 三 一 4 与 一 I 和 go<<0 时 , 4w 的 性 质 才 
很 大 盖 别 。 这 在 zt 三面 上 的 图 形 ,如 下 国 。 


#8 


lt et™ Th 
。 


* 
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后 64 .3 一 J] 六艺 0, Fo 于 加 0 图 53.4 -10 ro>D 


所 有 的 to 都 通过 (0, ro/90) 关于 加 式 的 特点 )。 当 一 1 竺 和 p< 所 0 
讨 , ge 一 0 处 的 于 这 为 无 穷 大 。 另 外 , 当 go 过 一 1 时 ,容易 用 图 中 乔 
到 和 妊 奉 抱 为 有 限 的 。 悍 是 年 z=0 和 的 近 傍 建立 2w 与 女 之 圈 的 对 应 
关系 荐 得 困难 和 的 。 


为 了 使 ww 配 公 更 接近 , 推导 近似 法 更 方便 , 节 便 利 的 方法 是 : 


象 后 画 的 图 犯 样 , 到 mo 海 9， 并 预先 使 tt 22) 都 能 通过 刻 点 
而 把 % 与 #2 都 降 一 个 常数 。 
首先 涝 碟 gb 过 一 1 的 情形 。 
因 汐 由 (68.1)，(68.2)，(65.28) 知道 , 当 & 一 0 时 (5.25) 可 
过 示 为 
Ri—uoto-=06 7) +O ON), [68 .3 
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TT Pr Te 


1 1 Tu _ 
人 
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图 的 ,5 ms 一，romn0 加 68.6 一 lm 


若 让 "他 此 式 的 洋芋 项 , 再 根据 (68.1), ,68.2), 则 知 当 560 
上 叶 , (65,27) 可 号 汐 


(qm —n) t+ [OE O00)] 


+ +0E -+08 |-0OD e007 68 全 


若 名 取 营 数 , 因 可 使 陋 边 的 OtE 相符 ,着 且 ,消去 外 中 的 最 
危险 项 OE 中) 也是 很 容易 的 。 同 样 地 ,可 以 把 所 有 的 sz; 取 为 党 
数 。 
再 上 上述 ,可 预先 选取 依 囊 于 # 的 道 当 的 常数 xfs), Bf6) : 仿 特 
y, 4 分 列 降 ae, 有 后 ,得 到 
v=£+atsy, (688.5) 
wr) =vE) Be), 
联 由 (68.5) 所 决定 的 ,2 六 独立 变数 ,但 是 在 上 妆 2 平面 上 ,=0， 
4 站 为 《df) 的 弟 异 点 , 假 从 所 有 的 解 曲 社 都 通过 这 个 着 蜡 点 。 
为 了 达到 这 个 目的 的 必要 条 和 件 是 :把 468. 芍 代 大 (65. 症 后 ,所 得 的 


do _ rEta) ot ta) (o 十 有 ) 

a Fratev rag \68.6) 
有 边 的 分 母 ,分 子 , 当 2->0, Ex0 时 ,同时 成 为 0， 部 

a+sB—0, yla) — Bg(n) =0, (68.7) 


”或 者 ,将 由 第 1 式 所 得 的 8 代入 第 2 式 , 再 合 g, 7 于 原点 为 正 划 ， 


是 汉 


内 
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册 香 


ee 


十 玫 交 着 知 遂 ,na 一 tLe); 第 了 近 丛 为 c 一 一 strol3ol 将 此 候 大 硬 
2 力荐 4 和 千惠 


ry Po ce ozo90 一 9] 22 十 个 (22 ， 68 .9 
fo di 


以 一 2 除 这 个 式 子 , 便 求 世 如 ， 对 于 这 样 识 定 的 ao 8, 由 468 .站 
则 (68.6) 变 为 下 列 形 式 : 


(E+ ey) 全 To 人， (0) =0, {88 .10) 


(68.10 中 的 90,7 与 开始 时 的 9, 7 不同, 但 在 5==0 处 的 YY 值 导 开 
媚 时 的 9 值 只 能 祖 差 Gta) --Oca). 后 和 普 ,由 已 讲 过 的 逐次 江 估 法 

人 = 人 sr 人 ， (68.11) 
再 代 大 《68.10), 比较 等 短 项 , 基 当 同一 如， 加 一 0 时 (65.11) ~ 


(65.18) 便 粹 出 逐次 近 侯 的 各 项 , 若 参 照 (65.20) , (865.28) , 则 关于 


90 及 二 2， 一 站 的 积分 分 其 状 


全 {a (£)exp | 了 a 


r/€ z 
|- nt 一] ja oxhp | 2 at, ‘68. 12) 


他 | Dm mn 


再 大 服 (65.21), 得 到 
wot) (| FE Er/P EE 
0 个 (go¥ ~—1, —2, 1)) 
-OO + {oniog (0 1 2 .0819) 
再 用 数学 妇 杭 法 ,容易 诈 助 


ee 
[Pi - = 
2 了 站 


= 下 
和 1 
Fa, dr , ~“ Pr 本 号 一 


1 


= = - 四 
作 和 
和 ” “ 
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i), 人 ) 一 一 一 去 包 5 上 S Dm—n—1dm dt (68. 14) 


OE "log €)") 
Lo 


v(t€) OE 41 OE ogg ), (68.16) 


男 外 ,还 出 更 日 人 一 电导 1 项, 但 只 要 各 十 1<0， 
萎 怠 比 前 面 的 项 小 ,所 以 潍 有 有 什么 影响 。 

如 此 得 来 的 568.1I)7， 当 上 > 日 肝 ， 好 丸和 证 一 至 收 牧 的 ,但 天 照 
(68. 六 ， 所 得 的 第 1 泊 往 : 各 地 ) 一 wo (6) 十 8 一 wo 一 0 中 十 8 如 图 
68.6 所 示 ， 在 非常 接近 5 一 04% 一 名 好 , 并 不 是 好 的 近 侯 ， 即 对 于 
(68.11) ,比值 wa 为 log 5 或 (log 56)”, 作为 8 的 客 族 娄 的 收 谎 
半径 与 log £ 或 (log ?的 倒数 刻 比 例 。 

友和 进来 ,为 了 大 作 上 了 了解 奇异 点 的 位 转 , 全 slog|15| 一 工 , 则 将 
异 点 如 与 上 一 0 的 距 辣 | 为 bocc ezR 一 18) ,这 了 暗示 着 非常 接近 


于 0. 
例 
(+ 和 一 0 (68.16) 
满足 ?中 ) 二 1 的 解 ; 若 如 = 品 ， 有 可 化 汶 关 于 的 去 程 ( 弄 欧 形 ) 
(+e) —(v +e)=0, (68.17) 
三条 件 3 和 一 工 下 积分 ， 则 得 到 
EE=vVe low y+ 1y, (BS3.18) 


(68.16) 相当 于 go= 一 1 移 情 形 , 但 当 +=0 时 , 如 =#， 因而 与 各 半 一 1 时 
的 情形 一 局 。 若 对 s->0, 将 (63.18) 民 成 8 的 之 条 数 ; 基 为 
vt(I+s log 1 一 上 [圭一 s lor t+ stlog 22 十 DCsa?] 


=—tLl~s log E+ stlom $+ tlog 和 站 十 十 OfEaflog En"} +] , (09.19) 


* 
和 


2 了 上 4 = 


x 上 
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即 古 明了 (68.15) ,wv( 各 的 奇异 碟 ( 分 歧 点 ) ,可 出 于 在 (的 ,43 中 ,全 
dtdue log ti+i+e=0 CB8 .20) 
而 得 的 
fro=— Eeni—1—1/e) (BS ., 21) 


其 上 出。 当 s 一 0 时 ; 罗 为 指数 项 的 烙 压 , 它 捷 近 于 0 确实 比 5 的 尾 何 悉 列 
快 。 


$63 一 4 <qo<0 的 情形 


本 了 惠 莱 的 性 质 基 已 叙述 过 的 琴 种 情形 的 中 王 博 吏 。 和 攻 利 用 
(68.6) 的 变换 ,使 解 曲 杂 通 过 5 二 0, » 一 0, 在 处 理 上 有 好 处 。 但 这 
种 廊 法 不 一 定 是 必要 的 。 如 在 468.15) 下 所 提 到 的 注意 那样 ,现在 
OE Mate) 项 , 出 于 1 十 qo 记 0， 喜 对 于 满足 % 记 | go 1 (十 90) 的 
1 什 是 无 界 的 , 故此 在 进行 深 次 近 们 时 ,不 定 什 么 时 想 和 将 会 引起 发 
散 。 为 了 排除 这 个 博 况 ,可 使 用 在 so>0 时 所 使 用 过 的 方法 。 为 
了 把 凶 ( 信 到 到 DO 信人 (og 合生 为 目 , 可 象 在 90 时 一 样 ,利用 
数 尝 归 般 法 诈 明 (全 与 944 tn 祈 了 分别 是 由 (68.7) 与 
人 mlogts 所 粹 出 的 。 但 是 , 应 识 注 意 70 一 0, 一 1<qo 二 0， 
当 go 过 0, 由 于 (68. 钱 便 排除 了 8? 所 产生 的 危险 。 


奇异 点 出 现在 离 5 一 0 的 距 六 为 exp (一 1j8) 处 ,这 与 在 和 68 


中 所 和 用 述 的 一 样 。 
二 二 
(e+ a4) TE 一 一 了 荆 二 za， 0<E<1. (69 ,1) 
ufl}— 一 i, CBY .2) 
茵 怖 68,5) ~ 68,9} ， 再 假 到 
y=0= ,rT(T) =1++w3, (COD. 33 
则 由 满足 68.8)7， 印 
a 一 天 这 十 0) 一 未 于 -二 Bg. 4)} 


的 & 所 该 定 半 变换 : 


qq” 1 IT mr 四 a mn a pe 1 “ EL -HT a hn 局 "9 Ee J ™ 
A a 2 和 i 人 人 EE EE A dE ur 


239 入 自 积 Poincarg-Lighthill- 郭 永生 力 法 及 边界 层 方 法 
t=t+a, us 一 【69 .后 1 
{69 .1 在 相当 于 1465.107 拘 形状 加 
CE 十 ED 3 一 Fo 一 纪 十 26， 《号 ,各 
易 寻 ,边界 条 作 (69. 久 可 写 汶 
E=1—a, +=—] 十- 一。 《69 .7) 
识 后 ;可 委 以 前 一 样 地 求 形 囊 
VP) 十 E91(N) 十 (09.8) 
£9 二 5109) 十 cf9.9) 


的 解 伍 可 以 了 。 纯 (68.6) 乘 及 有 79 后， 到 (09. 和 田代 天 ， 划 得 
《有 十 让 村 二 6 二 《00 二 8SV 十 四 一 天 人 00 十 芋 D 十 C1 -HSE 二 


一 (十 3 9 二 Cl ati ee), (O90 .10) 

由 此 ;得 到 
Un 一 天 ns 2, (9. 11 
打 D1 一 友 2 = [92 十 大 207 各 二 [27 一 0) tt 十 2 — Voto Cen. 12) 


由 FF 了 下 中 中 下 


必 海 这 界 条 盾 ; 革 先 将 由 人 码 9. 负 得 到 的 


NE EF Os Ettt) FOCe?) (689.13) 
和 代 天 (69.8) ,得 到 
v= vt) Fn Ed) en (Ey 十 加 (sa 
=tn(tt) — 5[t1tt) tot) 一 PE 十 加 人 2， 《69 , 14) 
把 人 69 . 门 代 天， 得 到 


1 二 二 一 wo(1 一) —elt(l)vo 1) — vl) + Ors, (69.15) 


胃 奸 ; 识 
z wotl—a) 一 ta 人 — to (tl) 0 8, 69.16) 
把 t69 .内 代 天 , 竺 果 ; 对 vot， Wt1)，… 得 边界 条 人 忻 为 
tol) 一 一 I+ 车， (69.17) 
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oD) = 和 (nD 二 主 训 (=[ 王 +) | 加 (D， (69.18) 


(69 -10 和 和解 为 


i 。 
Bn = :1n ta GD.19Y 
而 所 为 常数 ;但 通过 (99.1); 二 可 沁 定 为 
一 4 二 
d= (09 .20 


然而 ,把 :89.19) 和 代入 (69.123 的 右 过 后 ;奇异 性 最 大 的 是 它 的 最 后 一 项 ) 但 是 
可 取 疯 中 


Evoti— tot = tot OR"1) (09.21) 
HS £1, EI 
bb 
8 一 下 人， (69.22) 


就 能 使 右边 成 为 DO ， 和 综合 上 述 戎 果 , 作为 最 粗略 的 一 至 近似 的 套数 下 
示 鸭 


4 一 一 于 4 + TO(6)， (69.23) 
一 大 一 -名 一 3 
rr nt Ee， (69.24) 


§ 70 Lighthill 法 对 go 一 一 *<0 的 变形 


Wasaw 指明 了 在 qo 二 一 x 二 0 的 情形 下 ,对 考查 收 襄 性 非常 方 
使 的 Fighthi 记 法 的 变形 。 首 先 , 设 ?.0) 一 0, 到 (68.10) 疙 时 脸 的 
基础 。 更 在 把 (63,10) 看 成 是 以 t 为 中 赣 变 数 的 特别 形式 (和 当 数 ; 
也 可 取 海 + 十 EF 十 …)。 持 将 宇 改写 为 


(70.1) 


4 Sore) — -8)v, ?0) =0, (70,1) 


这 里 的 9 种? 在 有 扫 计 论 的 区 域 丙 是 5 的 正 基 豆 数 。 油 鸭 这 种 形状 


和 
， _ 。 1 _ 四 


Ws 
- 


ee 
"I 


et 
I 亚 . 


A 


1 Tree 
wr 


-TT 


四 ”二 到 = 
四 Lr aa ” “ 的 
1 ~ 而 
I 
1 


0 应 症 了 ojnoeare-Jghthill- 下 下 本 让 法 吾 则 卉 夺 上 方法 


不 象 (68.10) 朝 样 具 有 有 - - 般 性 , 因而 不 能 脆 成 保 Lighthi 法 那样 


县 本 只 活性 的 形状 , 柏 因 它 有 国定 的 形式 ,所 以 在 证 央 收 伐 性 罕 辣 
名 时 很 便利 。 田 外 ,gw 左 攻 时 刺 数 慎 时 出 坦 本 对 数 项 ,这 样 一 来 只 
能 使 硅 疹 蝎 休 化 , | 在 对 间 题 的 本 大 米 说 井 洲 有 和信 么 影响。 因而 更 
丰台 设 9o 不 基 整数 ， 

在 40. 马 中, 若 荆 E 一 0, 则 第 工 近 偶 为 


二 (TO0.2) 
将 此 代 天 (70.1) ,得 对 应 于 5 的 第 1 近似 ww 的 方程 
5 20 gto=r lt) , (0) =0. (70.3) 


参照 (65.11) ，(65.22) , 再 注意 >(0) -0, 则 此 方程 的 解 可 写成 下 
列 形式 : 
[二 ) 一 区 全 1 人) 十 二 人 一 Go 人) (70.4) 
QO—=rin(x, 1). 
这 里 的 他 1; @3 当 1>8 宇 0 时 ,关于 为 正则 ; Wo 关于 和 如 为 正 
则 ,a 取 % 与 1 中 的 远 小 阁 。 在 C790. 了 ,790.1 中 ,分 


v= Yo(h) +w, (70' 5) 

再 利用 ww 满足 V70.3) 的 性 质 , 则 得 到 - 
全 汪 -一 总 十 Etoe 寺 如) ， (70 .6) 
,sl wt RE, w, 1), (70.7) 


但 是 

BRE, 1, =r (6) 7 — [eg] [vtw], (70.8) 
现在 以 (70.2) ，(70.8) , (70.,8) 为 出 发 点 来 求 近似 。 即将 伦 ~ 
Vo 污 妈 ) 


Ett Dé, e', (70.9) 


Ta 


人 
1 1 


是 
i 
1 
本 


号 70 Terhthill 3 对 i 一 -- 范 < 轩 忆 8 开 号 时 
二 二 - 1 1 了 3 C70 10) 
:= >) valt}e ， 
攻 一 上 


做 人 (0.6 ，(70.7)。 再 比 过 上 的 阿 次 项 , 基因 为 边界 条 件 仅 由 
和 2o (有 所 请 足 , 民 类 灵 地 所 


一 0， (70.11) 
3 
ee —— gv 二 TR vtl1)=:0 (70.12) 


便 可 以 了 。 这 里 的 有 为 将 卫 展 成 8 的 适时 5 的 系数 ,是 61， …， 


€,} Wi Wels 的 醒 孝 。 


因为 C70.11)，(70.12) 与 (6.22) 同 样 , 可 尺 沪 成 下 列 的 积分 
形式 : 


E(t) — | vy, 1 (ty, (70.18) 
y(t = (A | rip) {Dr ds, (70.14) 
所 中 ,在 0 三 i 达 lL 中 ，, 车 取 适当 类 的 常数 则 可 作 下 列 的 估计 : 


ESmax vi(7) |, lv 1E0 max|h(r) [. (70.15) 
t 硅 fF 态 三 T 兰 


另外 , (70 ,和 革 中 的 了 (名 一 > 四 ,9 他) 一 yg( 驴 能 展 成 5 一 t 的 惫 般 数 ， 
其 系数 的 租 对 值 ; | (dryede) /nl1e_: 等 , 车 答 与 适当 的 常数 区， 
期 可 使 其 小 于 下/ 如， 从 而 ,把 卫 展 上 刻 愉 ~ 相 ,w 的 2 重 短 般 数 时 ， 
车 参照 (70. 沁 等 , 划 知 其 各 项 系数 的 引 对 值 小 于 


下 人 w, H) —K ~ Fy 和 十 加) (0.19) 


的 最 开 的 各 环 系 数 的 纸 对 值 ; 在 上 作为 舍 一 丰 ， 纪 的 活 级 数 的 收 
侣 城堡 , 呈 亲 对 收 馈 (上 是 旦 的 优 落 数 )。 
然而 ,由 于 0.185) (70.16) ,知道 
E—t+e (r+ wy), (70.17) 


"me 


a 


和 


TT Tr Ew 
i bh Sf 


二 wr 
1 - L 
| 

= a 

1 


oii 
” ' 
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w=0R{E, w, (070.18) 
的 知 圾 数 的 各 贰 的 缀 对 值 总 歼 甘 于 语 ,雪人 的 全 0. 的 1.0 的 各 
项 的 秀 对 值 大 , 餐 是 它 俏 的 优 函 数 。 洲 利用 100.16 ~ 90.18) 央 
知 ;, 对 友 的 优 曾 数 也 的 (70.13) 式 ,可 表示 为 圭 随 形 
太一 6 本 ES 十 如 THFe 区 二 动 ， (70.19) 
gg— eeK -0) 
即 w 洪 对 与 二 无关 的 8, 有 
| str < 全， [70.20) 
期 它 关 于 s 为 正则 。 所 辟 , 00.9) ,470.10) 当 
Te qmin(—go, 1), Otis1l (70.21) 
时 六 息 对 收 敌 。 

Wasaw 还 指明 了 在 go>0 的 稍 纪 下 , 关于 前 几 节 的 Lighthill 
法 , 妆 名 的 条 数 (6. 闭 ,在 3 取 有 限 值 时 ,对 的 表 数 有 优 般 数 , 从 
而 学 生疏 伍 。 另 外 , 关于 的 条 数 为 元 限 级 数 时 ,， (63.,44) ,65.8) 
所 答 出 的 解 一 般 地 是 灯 近 解 。 : 


$11 其 他 情形 与 方法 的 界限 


臣下 的 方法 不 内 是 对 (98,1) 有 效 , 现 在 举 儿 个 例题 来 说 加 这 
ho 
1) 34= 昌 为 第 工 近 仅 的 高 次 的 奇异 点 ,现在 求 
(vw 十 8) 二 村 二 v3? 二 20 C71.1) 
在 荣 件 ; 
ul1)=1+e (71.2) 
下 的 解 。 
将 465. 和 65. 呈 代 久 , 再 参照 (65.6) , 则 (1.1 可 写 为 
[£3 T2881 6) 十 Suo] [so 十 sa] 十 {uo+ ew1— [£2etp 二) 
十 2 + O80 wm (6)]} i+ er) +O(CeD =0, (71.8) 


“3 


LA 


a 


2 


和 Tt 1 
“ 配 
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(71.2) 可 写 为 


tf 十 站 (8 一 工 十 e 十 下 fs) ， (71.4) 

在 171.3) (C71, 所 ,使 8 的 同 次 于 相等 , 央 得 到 
Ei to — +E C1.5) 
oll) -=1 十 8, (71.8) 


二 一 一 Motio 一 ti 一 上 2 一 2 而 一 (中 加 一 各 一 BE gE, (71.7) 


FF 


(71.5) 有 解 
uo= 人 +4- oxp {le), (‘71.8) 
exp (tli) 为 齐 实 方程 的 解 , 由 全 1 的 知 ， 其 条 数 为 1， 当 &=0 
时 有 柯 异 点 : Pe ' 才 ) , 持 加 写 为 
， 3 
Woln— -一 可 exp (E) — {1—2£}axp 二) +253, 《7 工 .9) 


为 了 消去 人 7 工 .7) 右边 的 奇异 性 工商 的 第 并 项 ,可 适当 的 选择 办, 即 


使 地 当 “ 一 0 HH, 满 焉 


一 nt — Ua 必 | 一 pt < | uotto | 于 【了 工 。 10) 
十 


(1 去 zi ) oxp (去 ) ~- 识 oxp 好 -OD | exp 二) { 并 .41) 
恒 可 以。!《 代 . 工 [的 解 是 
(全 exp (a ) 十 总 (#7). (71.12) 
由 此 ,得 到 
z=€—e| 代 一 中 十 $3)oxp(E) + 00) | 
十 SO | oxp (z)]. (71.19) 


(71.8) 与 (14.13) 在 s~0 的 近 修 ,在 生 一 种 程度 上 ,能 名 答 出 间 样 ， 
节 的 近代 。 


"mE MA 
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对 于 (71.13) ,车 全 一 0, 则 与 其 对 应 的 专 值 , 朗 饮 近 催 于 
1 
~ 一 天- 11.14 
5 = C2D ( £1 )， ( ) 


珊 这 取 对 数 ,， 剧 为 
] 
1 EE RI ) 人 
对 于 (LT15) , 藻 8 一 0， 了 则 可 剂 为 logS 人 1opg 1ie|, 把 (71.15) 
中 的 log 条 略 去 ,然后 代 大 和 疙 1.8) ,再 发 2 一 0, 则 得 到 wt0) 的 粗略 


的 浙江 估计 


oT "i = - 
FE 
' = nr 


u(0) ~| elog | (71.16) 
但 是 , 这 个 方法 的 逐次 近 倪 的 收 促 性 霸 没有 得 到 证 明 。 带 洋 

上 , 落 于 (rd.1) 中 ，, 认 2 一 xz， 避 得 到 
(ze 二 pv 一 z 十 一 2, {71 .17) 


ri 


所 


这 个 式 于 明 然 与 :6.4 相似 ,但 2(8) ,rtm) 当 z 二 0 时 , 都 示 是 正 
项 的 , 因而 以 前 的 证 明 状 在 这 里 就 不 能 艳 立 。 但 基 这 个 方 潜 对 于 
了 和 解 当 6->0 时 , 解 的 定性 性 质 有 很 大 的 作用 。 . 

2) Wasaw 指出 :一般 地 ,在 


[z+ epi (ze, WH} 二 十 8 (wv, to 十] SL +g (0) 


=r(%) 二 #871， 二 十 (7 工 .18) 
中 , 著 各; 7 关于"w 至 多 是 8 次 的 多 项 式 时 ,前 几 节 的 竺 能 在 这 里 . 
仍然 及 亚 。 当 生 为 三 , 或 省 为 gin ou 的 情形 ， 虽 然 还 得 巴 到 保 
证 ,但 与 1) 同样 ,也 可 能 得 到 一 个 有 用 的 灶 果 。 
3) 2 芥 的 常 徽 分 方程 或 者 联 立 方程 
{z+ eto + ar) 0) } 十 CD 人 +8tw)o=r(w), (71.19) 
当 届 wj=z 时 , 则 化 为 腾 立 万 程 


和 PT Mr 下 nm 二 1 a Ti ar - ， 
站 A 站 和 a 
. 四 1 加 ”1 1 =- 四 站 办 Ta = - 本 “二 3 
_ ” ，- . 。 


攻 Tr Wh LL. 
. -Wi a 下 

nl 

1 


二 上 
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{ee 二 eta) oj ou sp -他 (71 .20 

入 一 让， (7 了 .31 ) 

所 不 同 的 仅 反 是 sav 十 中 了 和 2, 仙 是 , 洛 将 x ,分 出 展 成 (66.4)， 

(65.5) 的 形状 ,把 宇 展 焉 1465.5) 的 形状 , 则 可 与 工 阶 的 情形 同样 地 
求 近 个 。 

qo 时 , [1 66.28) ， 人 1 .21) 品 煞 可 知 ， 当 有 0 了 半 ， 认 2 

wo, 作为 第 于 近似 的 各 可 下 405.22) 输 出 ,2zo 十 sa 可 出 (66.12) 

和 葵 出 ,又 由 (人 71231) 和合，oo 为 


vo— | ae (711. 22) 

#0 二 0 时 ,也 与 前 几 节 的 方 洪 着 不 多 ， 首 沅 , 当 go 世 一 1 时 ,把 

上; 站 了 玻 去 一 个 和 常数， 可 便 季 1.20) 中 wi 的 系数 和 7 于 8 一 0 时 为 0 
序 可 。 当 一 1<9go<0 时 , 把 go>0 和 加 过 一 上 时 的 方法 合并 起 录 


败 司 可 环 丁 。 
4) 非 线 性 振动 的 局 期 解 把 避 + ;成 为 
5 +a 一 时 (os 5 二 ， 人 Ci.23) 


更 在 醋 究 它 的 周期 解 。 第 1 近乎 是 & cosw, 移 此 代 大 右边 后 ,再 作 
| Fla eog sw, —# Binw) 的 Hourier 展开 : 


fF {5 00g 步 ， 一 仙人 mn vw) 一 如 十 > Ca Cos mm 十 De Sin nw), (T7124) . 


如 所 周知 ,只 要 不 是 gj 二 如 一 0, 则 当 yoo 时 ,第 2 近似 就 是 发 散 


的 , 故 没 有 周 央 和 解 。 
对 于 (C71.23) ,利用 (65. 和 9 65 .5 把 独立 变数 换 殉 二， 再 考 硬 
dw 
Fr" = 一 ， (71.25} 
et jt I 
一人 一 二 人 ) 一 三 ME (71.26) 


b - 
了 rp be 1 - 本 - 
=- -Fr = 一- 
et 


= [9 
Pp 有 - ' -mm 
sl 和 Le LL " "| | EE 
是 
i te 


ne 


= 叶 = 是. 1 J T = J A bn mr rr 
i 人 Te TE i 村 到 9 We 
=- 了 一 中 衬 - 1 1 : 
站 四 由 加 | r ， 
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划 竺 间 
十 Et 十 二 3901 十 … 由 是 (ezi- 二 es cg 2 
全 十 zi 十 ( 工 -十 er 十 和 
=ef (+ EH 十 人 一 (I.27) 


将 此 惨 刻 和 的 知 ; 册 得 到 
tito 二 Un 一 届 ， C71. 28) 
viet zo to, to) ， [7 工 .29) 
对 于 171.233) 交 解 14eosE， 半 和 天 用 人 71.24) ， 网 .291 交 右 这 
可 瑟 为 


dr COB Ear Sn ET aoa og E+ hi ane 


| YY (0, cos nt + Bb, sin ne), (71.80) 
rT 二 总 


v1— (71.81) 


便 可 把 项 ai cos 消去。 同时 有 有 二 0， 为 了 消去 其 余 的 危险 项 
已 1 Si ， 只 村 枇 ==0. 印 


b= 二 | faeogs, uunge)sintd=0, {71.32) 


比 式 可 和 举 成 起 硼 定 振幅 性 的 方 称 。 于 "十 Hn MI + 成 了 关于 上 £， 阅 
若 ] 沟 2z 的 周期 图 数 。 关 于 ww 的 周期 于, 可 如 下 求 之 : 部 二 
(6B.4), (C71.81) 所 得 的 关系 式 


PE 8 SE +O(e’) = | 


9) | (71.33) 
征 ,分 5 二 2x ， 则 得 到 


.a: 
, BX OF 
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T= 2 11+ erO(e9 | 
“让 妆 汇 
2 十 二 | Feos 坪 ， 一 GBS Etyeoost， (71.34) 


企 《63.86 中 ,他 品 …-1 而 得 的 征 末 ， 不 外 平 巧 在 (1,34}) 中 ， 分 
本 1 一 一生 败 情形。 


$8 仿 微 分 方程 


1 到 现在 为 于 所 讲 的 方法 中 , 节能 直接 应 用 的 是 : 含有 与 小 
姑 教 8 有 :从 的 拟 儿 性 节 昌 的 六 曲 型 注 程 


2B 28T | 
FE: pt, X,Y )+eG—0, (72.1) 


这 里 的 好 朝 示 合 和 有 台 的 2 阶 汶 正 的 偏 微 商 和 天, 了 的 扩 多 性 机 
孝 。 由 仿 徽 分 方程 的 理论 知道 , 所 行 2 所 纹 人 性 的 双 曲 型 方程 都 可 
包括 在 (2 站 的 当 8-30 的 情形 之 肉 。 妆 《72.1) 是 这 类 故 程 的 和 
惟 形 。 正 交 的 二 曲 条 谍 : 革 = 常数 及 了 = 常数, 是 当 8 为 0 时 的 方 
程 的 特征 鲍 , 在 室 们 .上 或 在 对 光 于 它 的 方向 (了 一 常数 ,不 二 常数 ) 
上 外 的 币 隔 有 否 异 性 和 不 迷 狂 的 请 , 则 褒 始 特征 检 这 种 奇异 性 将 
要 扩大 (奇异 特征 曲名 )。 现 在 对 于 C2.1) 作 计数 变换 : 
¢—XY, =o, 下 一 和 一 了 (72.2) 
yy (TT, Y) (72.8) 

(不 6o, 了 0 为 第 数 )。 肌 此 ,再 考 虐 


(= Bo 2 ) 
BR ‘BF BX Bp dr By 


_P /FOP , By GP 
Tat (7 Bx3 OK Bay ) 
dy 00 | yf HB dy a 


则 左边 就 变 成 下 烈 形式 : 


一 一 4 和 OT en I 
rt Et LT; TT Lm 


es = 
r 汪汪 
CD ,pd 
i -5 
站 


i 
人 
ek 
并 
7 

首 - 

| 


Ym 
人 


TY i 
| Ue 7 
一 “一 ,= 


2d5 滞 日 站 Poincaré-DLighthill- 郭 永 怀 方 法 及 边界 层 方 法 


22 和 人 T 5 


Oy 加 OP ,Og, , Y) 
ON 6 Oa P11\ gw Ou | 


十 3G 0. (72.8) 


这 里 ,全 是 93 Oray, DB 80x 30y, 的 丙 数 ; 


而 全 1 基 帆 昌 除 掉 gj 中 吃 .92 的 种 娄 。 
车 洲 故 人 22) ,出 知 ,72.5) 当 8 一 0 时 的 特征 区 古 
0-( 豆 : Oo sy OY dy oy 


2x BY oar or 
{GT 


0, FF=0 x=0 

给 出 的 。 对 手 (72. 本 车 只 浇 碟 对 2 的 徽 分 , 则 在 形状 上 与 (71.19) 
完全 一 样 , gs=0 为 第 1 近似 解 的 奇异 点 ,所 以 战 为 奇异 特征 炉 , 这 
时 使 用 普通 地 逐次 近 但 法 当然 是 水 大 方便 的 ， 因 而 其 处 理 方 法 应 
该 与 对 待 71.19) 同样 ， 邵 把 2 六 成 (65 和 的 形状 。 但 是 在 实 
际 间 是 中 , 完全 没有 必要 把 方程 改 成 他 2 .一 的 形状 ， 只 要 对 于 原 
证 程 的 特征 曲 烁 坐标 施行 上 上进 的 处 理 方 法 便 可 以 了 。 例如 , 对 于 
(72 ,中 的 及, 了 部 是 , 五 一 开 。 或 者 了 一 了 与 4 一 0 是 等 价 的 ,这 
由 于 (72.2) 72. 的 是 很 明确 的 。 


例 四 
a 5 (72.7) 
者 珊 
OP /OF 一 名 [72 ,5) 
锰 可 呈 威 简章 的 形式 
ee (72.9) 


-1 


BD 
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由 (C72,) 知 ; 当 s 一 0 时 ,这 颇 程 的 特征 曲线 是 2= 常 数 及 YY 一 第 数 。 现在 紫 
训 和 解 wo lz) 对 ->0 有 奇异 性 

2 /orm = fe) ~ A tw 0 ., (72,10 

郎 w= 人 是 5==0 时 的 奇异 特征 曲 米 。 例 如 ， 在 边 灌 条 尾 ; y=0, w= 了 (x) 下， 

那 末 显然 可 知 : 如 有 形 如 (72.10 的 奇 导 性 在 仿 微 分 方程 里 ;也 吉 站 这 个 例 

于 让 所 所 到 的 那样 , 常 尼 由 边界 条 人 尾 或 者 初始 条 人 尾 导 入 奇异 性 。 仿 屈 (71,19) 

的 韦 法 , 谱 

名 一同 信人) 十 5 奸 ) 和 十 呈 *， (C72.11) 

人 jE BT) 二 +， (72.12) 

中 一 入 "(72.19Y 

琢 后 再 施行 带 次 近似 便 可 以 。 

对 = 微分 (72.12), 出 有 


和 5 
1 (ite Sm +. ) 


ot AT] Oy 


0 一 By 工 十 二 +…)+e 3 ty 


名 


Of |] Bm 
Be By 
成 立 ; 所 以 ,72.9) 的 全 微分 

3 区 日 9 


一 一 -二 一 二 十- 和- 


了 i 贡 鸭 而 次 

加 BE 避 nn 避 DE 本 
一 = FT2,1 
Dy 人 


Se 9 sm 3 | 
高 =[-: 和 二 0(e9) |] 和， yD 


is (3.11) 代 大 (72.9) ,比较 :的 各 次 短 , 央 得 
0: S32 =0, (72.19) 


al: 1 2 + 名 名 (w+ 3 二 ， 《72.20) 


费 此 了 中 中 下 和 


(72.14) 


2 十 OKe) -5 一 一 =- 0 (C72.16) 


《72.16) 


1 

- i i 

中 -rt 1 pr b 
ye 


中 


人 


- rr 
Tt i - 
和 
Cl 1 


1 人 Wu 
ee et 
Pr 本 1 he 

Cs 


a 


1 


Lm 
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I = | 
1 = 口 
于 -2 =- ™ 和 Le 
- 1 I 加 fm 
Hr 人 
= 二 


Wo—=WotE) ~ Mot0) + A 【人 >0) ， (72.21) 
竺 别 注 合 2~0 的 近 修 。 为 了 根据 (72.217 消 除 (72.20) 的 危险 项 mBuo/%) 
于 ?0 的 奇 习 竹 ;可 以 很 据 名 的 值 取 到 低 阳 洲 

go>0, 2 一 一生 全-7o。 《7 23] 

ol, w= nu 0), {79.23) 
2 一 < 一 0， w= nu (0) 十 攻 E 人 各 ]， (72.24) 
本 从 到 现在 为 止 所 作 的 时 欧 来 看 ,这 个 事实 是 很 明 记 的 。 


r, 1 FT 
” 呈 raL 
> em i 


8 


ee 


Fr TE 
oD 
J 
mr 


中， 6 《12.20) 以 下 的 各 式 的 右边 都 等 于 0， 
则 轩 题 就 变 成 非常 简单 了 ， 部 变 成 了 
已 讨论 过 多 次 的 理想 的 情形 。 然 判 ， 
这 样 选 符 交 wi;%9,… 的 值 , 换 句 菏 发 ， 


PP 


和 局 距 ? 此 时 上 例 中 的 Wy gy 元 不 


坐标 。 


例如 ,入 性 性 程 
8 
en 


的 特征 型 株 是 #6, nm; 其 解 可 入 为 

To= fd) + fan), (72.268) 
但 是 , 车 再 附加 上 上 条件: 9 二 0, % 一 所 ( 引 , 则 所 =0, 而 电 只 是 
的 丽 数 。 这 样 的 场 普通 称 为 单一 波 。 其 他 如 进行 波 的 邦 程 


1 Bo, 9 
OB (72.27) 


rn 9 em, 1 | Im a i i 于 Fr 
LL H J r La 中 一 本 上 = | 
人 二 nH > he mL. JE ri 

一 = = 1 ”= a EE ro 本 本 3 [ 
Ee 于 四 -rr 由 加 全 - - a = 一 J , 

1 四 - 
- _ ” =- 
?了 Ea - 一 r 


| 
-上 le 
= 中 


pT 

es ri i Fe 
rt 
让 Tp he 1 了 
= 加 下 Pe 

可 1 1 i 二 

= ™, 


i 
人 
~ =- mo - 


Lr 
F. 


2 


= 


* 


的 解 

Bo==f (8— ot) (72.28) 
岂 为 其 一 个 例子 ， 它 表 示 以 速度 上 刘 桨 2 的 正方 向 行进 的 波 { 注 
意 : 不 包含 道 方向 的 波 fa(2 十 0c) 。 


El ee 


2 ci LT ? 和 I "mm 站 站 站 Pr 四 
et = A PT ee 8 8 | 
- 四 Pa, Lr ee i 人 | 站 本 站 。 。 。 ， ,0 
= er td eh re TE Pa 站 ， 
ET phe cai ed pr J 各 - 和 站 .1 | i i 
LE Lo 一 p 。 i pe ee th 
ms t Th 本 
a 


多 但 是 , 于 上 沪 的 例子 中 , 若 能 选择 适当 的 mw, ts,…, 使 


(ce, 几 与 从 , ) 之 间 的 关系 与 什么 对 


了 与 9 无 关 的 ,的 函数。 这样 的 ,在 仿 微 分 方程 时 不 外 是 转 征 -” 


=0 (9.25) 


- 
| ba 
PT 
FP 
= 一 ” 
et -本 


TE NT or 总 让 
人 -下 1 | 


FE -pr , ~ = bl =” Dr - 有 a - " 局 - TT 用 [i - L -=! 
人 四 
bp et EE = A - rm - " ' T+ 4 ” 
Fh " = 一 一 一 = 
1 Re 0 i 
Fe PF PP rE Lr 也 Ei A 人 1 = 
1 、 . 
号 上 "C -LL 
a 
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(72. 中 的 特征 上 曲 米 可 由 和 伍 分 形式 


a 


dr dy + 8 SS— 72 = 人 0 (72.29) 


才 未 。 将 此 分 解 因 式 , 风 得 到 
de :=e eu dy =0, (72.30) 
dn— dy ~, (72,31) 


”名 为 特征 坐标 ,在 特征 曲 禾 (72.80) , (72.31) 上 各 取 一 定 值 。 积 


分 280) , (72.31) ， 则 得 到 


£—o-tel wo Gy, (72.89) ~. 


机 下 


条 一 4， (72.83) - 
诗 是 可 知 (72.12 (72.22) ~ (12.24) 芍 实 是 (72.82) ，(72.83) 的 


近似 式 。 
8) 更 一 般 地 来 说: 对 于 双 曲 型 方 程 的 Lighthil 法 的 实质 ,不 


内 是 相 得当 精确 度 尽 可 能 高 的 非 条 竹 太 得 的 近 信 特 征 曲 多 E 二 六 . 
数 ,n 一 常 狐 , 再 以 堪 助 变数 5 站 表示 解 。 最 理想 的 是 七 "本身 名 


是 特征 坐标 。 


例如 ,以 (72.32) 巡 灶 的 严密 式 的 特征 坐标 和 存 性 化 时 的 特 、 
征 坐 标 ” 只 有 微小 的 莽 ; 同时 可 见 ， 以 二 了 {2) 作为 单一 波 的 .… 
场 宙 = 了 (E) 的 近似 , 好 象 也 没有 多 大 差异 的 样子 。 但 是 ,车 将 一 
(72.82) 的 积分 积 到 9 为 无 宠 大 时 , 则 其 差 便 有 可 能 成 为 非常 交 5 


它们 之 并 的 关系 ,由 图 便 旺 然 可 看 出 来 。 为 了 入 单 起 几 , 说 y0， 


Ew.. 由 下 而 上 的 看 了 4, PB, 期 前 者 与 4 处 的 初始 值 ,后 者 与 


吾 处 的 初始 值 相等 , 其 滩 可 能 上 与 问 时 无 限 的 卉 灵 。 这 既 与 还 葬 


过 的 左 药 性 振动 的 例题 很 相 居 。 因 为 著 把 那 时 的 时 间 上 换 扎 yy 来 


想 ,- 期 选 皮 下 的 特征 坐标 为 独立 变数 与 采取 正 的 伺 可 是 洛 全 对 讽 
的 。 
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Lighthill， Whitham, Lin，Fox 等 不 仅 特 上 述 看 法 应 用 于 
单一 慑 的 人 情形， 还 应 用 于 几 个 重要 的 记 题 上 ， 世 荡 得 了 很 天 的 忠 


TH i448 LoL~5 


对 于 k. 1, 落 将 后 形 罗 万 法 归 生 友和 上 般 的 形状 , 则 为 把 


B= Pot, 7) 二 s(t, 1 站 十 …*， (72.834) 
TE+em(t, 0) 十 …， (72.85) 
了 =n-Fenntle, H+ (72.86). 


代 大 (72. 了 的 同时 ,由 2. 卫 的 特征 申 多 的 条 件 式 
~dXdr tsl4ax— BaxX dr +ceadrd]—0 (72.87) 


=- ， 作 变换 《及 ， 了 一) 一 导轨 的 逐 实 近 位 郎 可 。 在 章 一 波 和 进行 波 的 


Hi 
Mi Ee 
Cap Ia 
| 1.. 下 


A 
， re 
-FF J er 
HR 
一 _ Ca PE 1 
" " 
= 2 


情形 下 , 诅 卫 = 或 了 一 n 也 可 以 。 另 外 ,在 研究 球 面 波 远 痪 原点 
处 的 性 质 时 作为 a, 也 可 己 示 到 常 数 ,而 取 与 原 点 焉 元 的 平方 的 例 
数 ,因为 取 这 样 小 的 变 灶 将 会 有 很 大 的 方便 。 | 

4) 关于 双 曲 型 以 外 的 仿 微 分 方程 的 有 名 移 应 用 例子 ,还 有 通 
过 导 开 洲 物 体 的 二 稚 势 (potential) 流 的 近 侯 解法 在 驻 点 附近 的 发 
散 (LighthilsTt9), 使 前 煌 的 发 散 演 除 , 因而 境 高 了 通过 斑 板 的 
粘性 流 揭 边界 舟 近 亿 的 糖 确 度 的 郭 永 怀 的 工作 So 等。 关于 后 堵 在 
本 从 书 * 粘 性 访 体 理 栓 > 中 ,有 群 和 和 的 解说 ,可 参考 。 

如 以 上 所 述 ,Lighthil 靶 的 优点 是 非常 有 和 著 东 , 可 以 清楚 的 奢 
出 在 各 点 处 坐标 的 闽 小 或 扩大 ， 在 全 区 域内 解 能 以 单一 的 形式 示 
达 等 ， 但 , 例如 当 s-*0 时 , 第 2 近似 在 咒 内 有 两 个 以 上 的 奇 怀 点 
了 圭 ， 就 不 一 定好 用 了 。 这 时 必须 有 即将 介 帮 的 ， 把 场 分 臣 几 个 部 
分 ,然后 再 将 各 部 分 委 当 的 解 合并 起 来 的 边界 恳 法 的 厌 助 也 行 ， 
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WKB 法 ,Poinocaré~Lighthill- 郭 永 怀 娩 方 证 是 非常 有 效 的 方 
法 , 世 国 受 应 用 范围 所 限 , 喜 很 难 属 它 是 一 个 万 郁 的 方法 。 与 此 相 
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反 , 上 下 们 的 原型 的 边界 层 尘 , 虽 热 不 是 那么 有 系 耕 , 但 共有 一 定 的 
三 活 交 应 用 范 苹 。 其 趣 源 的 志和 愉 层 理 葵 可 参考 6， 
<“ 台 和 在 仪 就 简单 的 例题 概述 二 特点 。 
一 ]) 在 条 性 :8 一 士 5，K 一 0 下, 阔 


3 
- 

Ou _,, Ow i 

的 ， i vB the : (73.1) 
人 


i 


已 


的 周期 解 。 但 设 v<1， 宅 的 物理 意义 相当 于 动 烙 性 率 为 » 的 粘性 
和 ， 流体 在 沟 |y| <3 中 , 以 与 Pew 破 比 例 的 变 压 力 胰 氏 而 引起 的 强 
人 动 。 、 
| 洪 萎 

WE (73.2) 
” 则 (78. 四 可 以 写成 


《 i ”1 : 
- J -1 1 本 机 I a 后 加 | 2 ”i! =- 
可 1 _ Ce 机 ny _ [ 加 二 2 T = 四 , ly 
a 全 放生 全 和 全 生生 


(78.3) .党 
边界 条 件 可 以 写 为 | 
z g 一 二 5， 2 一 0, (178.4) “a 
3 但 是 % 二 VG 取 正 的 实数 部 分 。 J 
~ 假若 6/dy", wo，P 是 相同 的 量 , 则 (78.9) 的 第 工 项 可 以 办 本 
他 去 (此 时 2 阶 的 微分 方程 退化 弃 0 阶 。 即 到 化 成 代数 方程 ) , 大 而 “ 祁 % 
”可 以 写成 2 
V4 一 3， (78.5) .5 


但 是 它 不 能 满足 (78.4)， 由 (73. 水 便 可 明显 地 看 出 , 还 存在 不 能 。 
赔 去 vdw/dy? 的 地 方 。 这 种 地 方 就 是 y 一 士 5 的 近 做 。 朗 当 > 充 。 党 


Ai 吉 
Es 分 小 时 《78. 轧 对 于 |y| <5 能 答 出 很 好 的 近似 佳 (不 受 辟 的 影响 ，。 3 
面 与 外 力 同时 动 的 非 粘性 解 ) ,但 在 |y| ~5, 为 了 满足 条 件 (78.4)， 33 


需要 ” 立 郎 成 为 0, 这 时 oo/ap 成 为 充分 大 ,并 保持 vdaujaoa 为 党 
有 限 。g 必 士 近 傍 的 区 域 称 为 边界 导 。 : 


384 访 日 癌 Poincarg-Lighthi11- 部 订 怀 方 持 及 边界 层 方 法 


为 了 研究 y~b 的 近 傍 的 形状 , 丸 | 所 周知 ,可 作 变 数 变 挤 
S Y=py (hy, em (73 .6 
此 时 (78.8) 可 写 为 


1-ax OY 3 3.. 
rH 3 9D 十 -A C8.) 


多 
上 为 了 使 第 工 项 与 其 他 项 为 同 程度 的 ,可 全 下 2a 一 0, 分 选取 
i 1 


aq 一 吾 (78.8) 


人 恒 可 。 此 时 ,边界 条 件 : y= 朗 了 一 0, 9 一 0 没有 改变 , 但 对 于 边 
了 界 层 的 外 部 yb, 根据 (73.6) ，(78.8) 则 必须 考 号 了 ->co; 因而 ， 
作为 另外 一 个 条 件 人 9 一 一 六 3 一 0 之 外 ) 首 党 度 该 要求 当 了 ->oo 与 
ou 光滑 的 楼 合 。 由 观察 便 可 知 ,满足 z 
Y=0,， v=0, (78.9) 
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ee 
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oi (1 0) (78.11) 


《由 78.10) 会 去 了 章 次 方程 的 与 e? 成 比例 的 特 解 。 这 是 进 界 层 
内 部 的 解 。 就 ww 来 看 ,边界 屋 的 人 外乡 为 y 一 5->0; 就 v1 来 看 , 则 为 
了 -yoo, 因而 注意 到 这 山 者 已 粮 接 合 的 很 好 。 若 旋 
Y=y yb), (78.19) 
则 对 存在 于 y~ 一 的 边界 层 的 解 ,可 以 完全 同样 地 去 求 。 
车 将 人 3.83) (738. 和 的 精确 解 
二 | 二- cosh (wy Vz ) | (78.18) 
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对 于 |y| < 过 5 y~8 了 ,~ 一 了 振 有 vv 安 1x8|3 展开 之 , 期 立即 可 得 上 
可 的 车 果 。 对 于 真一 般 的 问题 ,例如 对 人 性 瘟 的 管 的 情形 (很 少 有 精 
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确 的 解 ) , 上述 的 近似 法 不 用 改变 便 可 适用 。 作 为 一 个 实例 , 就 在 
泪 请 的 于 而 面 上 -上 ,在 条 件 20 下, 解 
Os —» (2 
7 Ba2 
这 是 在 牌 址 于 w, 9 面 的 轴 方 向 有 压力 陡 度 的 管 中 的 流 。 作 代 换 
(78. 多 ,在 8 上 ,在 条 件 w=0 下, 解 


二 Ou Pe, (78.14) 


yAdy— n+ P=0 (78.185). . 


便 可 。 与 此 相仿 的 阅 题 ,在 WRB 法 中 亦 人 研究 过 (8 63)， 

边界 层 外 部 的 解 为 (78. 四 是 显而易见 的 。 关 于 与 邻近 的 边 
异 层 内 的 解 的 求法 ,与 在 WKB 法 中 的 作法 一 样 ,使 用 8 的 法 六 8 
(其 方向 是 指向 8 的 内 部 ) 与 其 定 方向 的 借 角 为 狂 立 变数 的 正 


交 曲 楼 誉 标 , 于 是 (73.15) 可 加 为 
dw 1 Bo 1 8 1 pn _ 
| ”~ Rs Bd Rs (RF 80 器 “ot 0, 


(178.16) . | 


这 里 六 ( 全 是 六 的 此 率 牛 全 (8 间 内 加 时 订 为 正 ); 器， (RE-D0 分 :: 
别 沪 当 昌 ,8# 汐 一 定时 坐标 昌 条 的 禾 元 素 。 
(73.6) ,(73.12) 同样 发 


扩大 其 半 和 总 方向 , 则 4738.16) 可 配 为 


0 
9 RVvY oO 

2 Bo 
RvvF 部 By od 
车 8 没有 关 角 , 曲率 工 忆 停止 在 普通 大 小 , 则 第 3、 第 8 项 可 以 名 
需 。 此 时 (78.18) 与 (73.3) 的 形状 完全 相同 ,并且 可 知 与 (78. 难 济 
滑 接合 的 解 是 (73.1H) ,边界 层 的 厚 庶 是 很 王 的 ,作为 第 工 次 近代 


路 


一 (3. 好 ) > 


一 za 十 王 一 0 (073.18) .0 
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39656 第 9 媳 Poincaré Eighthill- 埋 永 怀 三流 哩 浊 界 层 方 法 

来 遂 机 率 的 影响 是 可 以 和 忽 向 的 .这 立 一 来 , 管 中 的 流 对 第 工 次 近似 
来 表 , 正 如 (78.5) 所 示 , 它 是 由 于 压力 陡 放 而 象 剖 体 那样 移动 ( 因 
% 一 wo， 页 位 相 只 和 壮 关 ?分 的 内 部 的 核心 【eorel 和 为 了 满足 边界 
处 的 粘着 条 件 而 存在 的 薄 边 异 层 所 构成 的 ,这 帘 层 内 部 的 右 , 和 在 惟 
直 宪 的 方 间 的 空间 变化 荐 很 大 的 。 另 作 , 对 于 (3.18) 车 拒 解 形成 
M2 的 短 裔 数 ,项 得 到 与 (68. 和 措 ) 相 同 的 娠 果 。 


2) 以 上 是 就 简单 的 情形 部 明了 近似 的 天体 情况 。 其 要 点 可 


主 为 : 


。 (6 适当 地 把 问题 化 为 扰 量 移 ,使 区 域 , 非 齐 次 项 ,大 部 分 的 
和 “无 熏 糊 的 参数 为 普通 的 大 小 时 ， 则 最 高 阶 的 微分 的 系数 。 显然 是 
非常 小 。 


(1》 求 8 二 0 的 方程 的 解 。 由 于 这 方程 比 床 方程 的 阶 数 人 已 ， 
所 以 一 般 是 未 可 能 使 所 有 的 边界 条 性 都 满足 。 : 
《iii 在 推定 边界 层 的 位 时 的 局 时 , 导 有 大 法 比方 向 的 长 适当 护 
天 了 的 坐标 了 ,在 新 的 坐标 下 ,再 作 保 贸 最 高 阶 的 项 使 它 和 其 余 的 
让 机 天 天 小 相间 的 方程 。 孔 就 是 作 边 界 层 的 方程 。 作 鸭 当 了 ~…>oo 


《边界 居 外 烙 ) 的 条 件 , 要 求 与 (区 的 解 是 光滑 地 接合 。 候 著作 汉 


本 这 一 后 : 便 可 以 育 定 边界 层 位 告 的 推定 已 老 正 确 了 。 
以 上 这 芋 就 是 边界 娠 近 侯 的 技巧 。 


相当 于 届 的 手 矿 在 妃 的 例题 中 没有 作 过 ， 例 如 在 (78.3)， 


全 rr 
(二) 入 一 ?+ 高 =0，2~ 圭 1，v=0， (73.19) 


若 使 全 8 二 [rz/(w 5] ，P 忆 /x 为 无 量 葬 的 套数 ，7 为 元 景 痢 的 变 
数 , 则 可 看 出 对 研究 辣 题 确实 是 很 方便 的 。 

另外 ,如 在 上 例 中 所 蝎 到 的 那样 ,所 研究 的 边界 层 不 一 定 仅 限 
于 一 个 。 棚 庙 铸 是 的 性 质 可 能 产生 种 种 情形 。 因 此 , 应 镑 人 象 在 
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WKB 法 中 所 见 独 过 的 那样 : 将 区 城 分 苞 凡 个 部 分 , 求 其 洛 个 部 芬 
的 委 当 的 解 的 同时 使 示 适 当地 和 类 合 起 潍 。 
3) 他 举人 笠 单 的 例题 。 


(i ) 8 


解 


2 Pp, Osvs1, WO)=0, ul)=1.(73.%0) 


人 中 -:P, 


sr 


站 

Wi= A(1l—e 人 十 sPE, 
三 边 和 田 层 4 一生 的 解 太 中 , 凶 禹 sPé 荐 出 下 有 什么 影响 。 同 和 
4 分别 流量 在 密 右 边 的 上 浪 程 的 解 , 常 数 4 由 条 性 :于 饭 , 2-20) 于 


4 一 二 有 十 十 一天， ty 1) 一 工 ， 
Tt et, 


wt\0) =0, 


(78.21) 


(78.22) 


A4=1—P. 


出 更 了 边界 层 , 现 在 假 车 使 条 性 x 二 0 满足, 寺 襄 
2 

完 费 能 怎样 呢 ? 这 于 边界 层 的 位 胡兵 能 是 2 一 上 
1 sm=: et, 


车 识 


刚 出 更 请 汝 人 2 ) 的 
CQ — LU 8, 


外 是， 其 解 


Blet—l)+1+epe, (78 .2 


当 吾 0 时 ， 则 对 上 ->co 发 散 ， 若 8=0, 除非 PssT,， 否则 就 与 


(78.24) 泽 层 。 从 而 , 在 Yx 开 处 着 谍 池 愉 层 是 不 合理 的 。 用 上 迄 
的 车 认 本 人 73. 2 7 的 罗列 人， 型 


(078.28) 
在 上 述 的 解 中 ,s 一 0 的 解 满足 了 条 件 : s 一 二 因而 ,在 -0 次 :二 


cre.24) eo 
(73.25) 一 党 
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2 一 江 一 已 了 全 人 二 Ps (78.281 
比较 就 可 知 ， 由 于 渐 近 解 的 和 性质， 很 难 伍 北 直到 工 -- exp{( 一 1/8) 
都 符合 。 
4) 于 (96, 上 DD, 省 g 富 0 的 情形 下 , 开 #o (0 的 值 (个 . 少 是 非 
i 如 性 的 ,也 不 是 标准 有 形 ; 但 是 ,可 以 肖 芭 w=0 基 边 界 屋 。 
0 时 的 解 以 (z) 就 是 由 (65,22) ，(65.283) 所 答 出 的 to( 四 . 
to 当 2 一 0, 而 为 


和 Tr a 
ET ry - 沁 玫 


1 | rn le 
r EF 
= A 


z to~ A (738.290) 
的 条 件 是 : 当 z 0 时 , 它 为 无 穷 大 ,这 样 一 来 ,显然 是 破 环 了 sa 
的 假定 。 为 了 求 == 0 近 伴 的 解 ,应 喜 作 变数 变换 

范 一 8 和 ， 二 8 730, (78.830) 
交 , 了 是 彰 通 大 的 量 。x 的 标 度 (aeale) 也 在 变 , 这 是 由 于 位 题 的 着 
贸 性 的 原故 ; 四 而 , 必然 不 能 箱 先 知道 冯 的 大 小 程度。u, B 也 中 
如 .在 及 后 也 能 确定 ,但 是 从 %% 来 看 , 当 2~0 时 色 是 相当 大 的 ,所 以 在 
上 式 中 , 不 妨 酸 ae>0， 68>0， 著 把 人 3.80) 代 入 ( 此 .四 ， 则 直 9 
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人 芍 考 交 献 


由 本 书 所 采用 的 观点 来 看 , 以 所 育 微 分 太 程 的 近似 解法 汶 主题 的 现成 时 
上 书 比 园 孚 ， 下 列 书 畏 可 埠 是 典型 yj。 

L311 I. BR, HarTropondt, B, H, Fpnmaon: lprpanwannme Momorm Blero 
Amarnen (HTT, Mocrna, 1959). 

[号 ] LL Collats: Namarieshe Baehandlung ven Differaentialeleivohungen 


tpringer, Berlin, 1955)， 


[3] W. E. Milne: Numerioal Nolnutionsg of Diferential Equationyd 
Wiley, New York, 1953), 


LD 是 以 顶 加 型 德 分 方程 为 对 衣 的 , 其 中 色 括 满 在 本 书 中 已 拙 去 的 等 和 角 


.。 映 象 的 应 用 及 其 他 ;这 本 书 不 询 从 理 洽 或 实际 方面 来 说 , 都 是 模 有 价值 的 ,他 
得 一 积 的 好 书 。[2] 是 网 罗 计 算 实 例 和 注重 实地 计算 的 互 车, 但 通 蓉 并 不 一 


证 通关。 另外 , 极 缆 法 也 是 计算 车 下 的 一 种 , 得 了 版 于 本 韦 的 处 理 风 阁 , 辕 果 拼 加 
营 略 了 ,对 于 姥 弛 法 有 下 光 专 书 : 


[4] BR. VY. Southwell: RelaYatton Methods in Engineering Soleneo (Ox 
tond Univ. Preops, Orford, 1940). 


“CH RVY. Southwell: Rolaxation Methods in Thoorotioal Phyaics, 


“E51 D.N. Allen: Relaxation Mothods (MoGraw-Hill, New York, 1954). 
形 息 我 们 所 探寻 的 近世 解 芒 的 背 綦 的 解析 学 的 各 分 支 ， 或 者 包括 各 种 应 


.用 数学 的 姑 考 省; 除 本 从 书 中 的 相应 的 省 外 ,还 可 举 出 下 列 各 书 ; 


[#1 等 琴 吉 一 : 自 扰 和 料 学 者 加 让 二 中 数学 概论 ' 岩 波 }。 

[7?] 磊磊 艇 好 ; 卫 用 复 德 东方 程式 辜 ( 苦 疲 )。 

[8 贡 内 故 启 ; 物 埋 刍 学 ( 兰 恋 全 书 )。 

L981 河田 万 夫 : 和 用 数学 概 茹 I 工 (内 恋 全 书 )。 

[10] BR, onrant, D. Hilbart: Methoden der "lathematisehon Phyeik, I, 
11 (pringer, Berlin, 1937). {I 有 蒜 交 版 }。 

[11] P.M. Morse, H. Feshbach: Mothods of Theorotioal Phyaics, I, TL 
theraw-Hill, New York, 1959Y. 


{12} H. Joffroys: Methods of Mathematical Phyaieg (Camb. Univ. 上 To， 
Uambrides, 19567. 
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NH BR. H., Ourpaca: 及 了 De Bmeh MaremanTrark (TIFTI) rMorrna, 2057). 


有 很 甸 的 泛 图 分 析 入 门 的 书籍 ， 共 中 与 本 书 比 带 相 过， 而且 容易 训 的 有 有 


下 烈 儿 种 : 
[I4] 吉田 录 作 : 入 各 解析 ， 1，II i 水 讲座 ) 《部 本 从 书 中 程 其 职 浊 : 证 贾 芳 析 ， 
家 者 福 ) 。 
L15] 加 天 敦 去 ; 夯 数 震 阁 府 { 共 立 )。 
Ll CL. A. Liusternik, W. I. Robuieff: Flomonto dor Frunktionalanalysis 
(在 adlemie Yerlag, Berlin, 1955). (由 肠 帮 遍 河 过 淋 的 汉中 详 本 ) 


第 1 章 ~ 第 4 章 
关于 第 1, 2 章 的 主要 参考 书 是 上 述 的 FI， 关 于 第 3 章 的 主要 矢 油 书 是 


”上 圭 埃 的 [2] .积分 方程 的 适当 的 大 考 书 有 [6], [10], [13]， 下 列 的 书籍 特别 


号 第 2 童 的 关 梁 密切 。 
E17] 日 高 学 次 ; 积 娘 方程 式 识 ( 河 出 }。 


与 本 书 所 探寻 的 逐次 近似 法 有 关 的 粽 合 报告 , 搜 搜 在 : 


本 


[18] LL. Gollatr: Binige Anwerdangon fanktionalanalytigeher Methoden 
in der praktisohen Analyais, ZAMP, 4 (1953}. 


关于 第 4 章 希 贸 

和] ”加 藻 敬 夫 : 变 稻 法 正四 诺 骨 {本 讲 同 ) ( 即 本 愉 书 中 周 怀 上 由 潮 : 变 苍 捷 凑 
其 肛 用 。 译 者 钙 )o 

关于 第 和 但 还 可 举 出 下列 具有 特色 的 参考 书 : 

[3230] .Temple, WwW. G, Bickloy: Ravleigh’g Principls (Dover, 10650). 

21] BS.H.Gonld: Variational Methods for Figenvalue Problems (Trento 
Univ., Tronto, 1957). 


本 书 是 求 特 征 忆 的 二 下 界 的 Weinstein- 太 ronezajn 法 的 解 股 书 。 


第 5 章 ~ 第 6 章 


关于 用 差分 法 的 近代 解法 ,在 上 还 的 [全 ,[2],[3] 中 都 有 很 吁 契 的 舟 过 。 
六 其 是 本 书 所 涉及 的 理 齐 辣 题 ,大 部 分 是 根据 下 列 书 逢 : 


L324] B., UU. PereuRgi, A, 再， 中 HTXHEITIOT OF YoroRunoorr PagHoceSEII J PAB- 
mexsit (THTII) (Mocgna, L950). 


此 书 还 举 出 了 很 多 文献 。 依 据 差分 法 的 近似 解法 是 现代 正在 发 屡 的 右 法 ,在 
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3 去 游 交 献 


省 杂志 上 发 豆 的 谣 交 也 很 多 。 以 应 用 为 主 的 太 宽 是 由 Collatz 一 浙 人 发 表 
在 ZAMM 淋 志 上 。J. Math. Phys. 二 世 远 常 提 几 很 月 趣味 的 缚 女 ， 划 最 近 
在 Comm. Pure APpl, atbh  E 世 这 起 业 了 。 涉 中 的 
[33] J. Todd: Gomim. Pore Appl. Math,, 9 (1956}, B97, 
[T3434] 如 . E, Forsythe: Comm, Pure ApPi. Math., $ (11956), 436. 
25651 H. RF, Weinbereer: Comm. Fnre Appl. Math., 9 (19567, B18,. 
对 避 了 解 现代 起 癌 的 栈 洛 有 很 大 帮助 。 
鼎 获 学 揭 观 点 研 袖 差分 法 近似 续 的 有 
和 [361 RR. Dourant, EE. 0. Friadrishs, H. Lewy': Math. Ann,, 100 (1938), $7. 
“这 是 一 个 古典 的 名 车。 但 车 疼 的 一 派 的 研究 成 果 , 大 部 分 是 发 事 在 Comm. 
由、 下 ne 站 ppl, Math. 沫 志 上 。 另 外 ,最 近 只 有 特色 的 研究 的 是 : 
二 . D. Laz: Difforence Approrimatione of Linear Differential Eqna- 
计 OD 一 An Operator Theoretita!l AppIoamh, Symponinm cn Partial Differen- 
Hial Eqnations (Univ. of Kangas, 1957), 
”最 近 研究 的 最 有 趣味 的 阅 题 是 Trieomi 方程， 关于 这 个 间 题 的 专题 诅 
交 有 : 
[38] 太 . 吕 . Brramuon: Han. A. H. GOOP can, Ma， 1 (1 957), a. 
< 这 粮 葬 区 又 是 关于 利用 方程 的 特性 曲 起 和 特殊 格 子 研究 间 题 的 好 文献 。 
| 为 和 外， 与 着 分 奔 的 近 催 解 半 有 之 芳 关 和 的 数值 积分 法 ， 数值 计 算法 的 好 
韦 艺 多 , 今 列 举 其 中 的 一 部 分 如 下 : 
[和 9] “日 商学 紊 : 的 条 积 牙 法 ( 提 让 )o 
[8o] 字 野 利 雁 : 数位 计算 瑶 ( 骨 法 }。 
[31] 林 硅 一 : 数 征 计算 四 理 院 2 上 应用 ( 演 波 )。 
[了 3] 此 天 和 三 经 : 革 算 法 ! 户 健 )。 


[331 FEF. B. Hildebrand: Introdnction to Numaerieal Analvysia (MoGraw- 
HHA, New York, 1956). 
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[S41] Zaonsk Kopal: Numerical Analydia (Chapman-Hall London, 1958Y, 


[35] J. B. hearbporongh: Nomerical Mathomatical Analyaig {Johng 
Hopking, Baltimore, 1950), 


第 7 章 


关于 具体 的 让 算 例 子 和 应 用 , 可 卷 考 [1] 的 和 有 有关 各 章 和 量子 力学 。 光村 
与 邦 性 算 子 有 关 的 摄 动 诊 的 数学 理 葛 三面 ,可 崔 考 下 列 上 书 箱 : 
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大 者 交 了 献 2368 ; 

[861 - TT. Kato: On the eonvergenece of oho Derttzbation mothod, 东 太 理学 1 

部 坊 避 ,站 T1951), 1465. 。， 

[371] J. T. Stokor: Monlinear Vibratlous (lnter. Sci. Paub., New Tork, 

~ 

~ 1950) , 《有 中 性 本 ) 了 


-| 是 把 Appendix 工作 为 摄 动 奏 的 基础 。 
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2 第 8 剖 下 
人 这 一 嫩 的 参考 书 为 [1 了 及 部 
六 . £38] A, Erdélyi: Asymptotic Expansions (Dover, 1956). J 
和 i ,本 考 基 用 孝 数 依存 性 的 数学 理论 , 比 WEKB 法 更 简 沿 地 研究 了 鞍点 法 , 普通 . : 
淮 忆 人 ”的 靳 近 展 开 法 及 其 他 较 复杂 的 情形 。 
人 4” 、 有 尖 的 重文 兹 仅 举 共 部 分 于 下 : 和 
~ - [39] BR. E. Langer: Phys. Rov., S1 (937Y, 669. 人 
‘于 [401] BR.E. Langer: Qomm. Pare. Appl. Maith., 3 (1980), 427. 党 潮 
- [1] UU. L. Pekeris: J. Appl. Phya., 17 (1946), 1108, 和 


[4%] I. Imai: Phy8, Rev., 74 (1948}, 118, BO (1950), 1119, 
(431 1. Imai: I. 及 . E, Treng. AP—s4 (1956), 233, 

[L441 RR. Mekelvey: Trang. Amer. Math. Sov., 79 (1956), 103. 
[45 H. Hasimoto: I. Phys. Soo, Japan, 0 (1955), 397. 
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* [46] J.B. Keller, RB. M. Lewin, B.D, Seckler: Oomm. Pore Appl. Matp., 四 
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$ (1956), 207, 


第 9 章 


[47] 物理 季 葵 文 吉 某 吊 , 应 用 数学 IY, PLK 法 (日 本 物理 学 会 )。 
以 Ligbthill 的 有 最初 的 琴 葡 开 嫩 ， 开 no，Wasaw， 剑 Hithana，Carrier 等 的 盾 
要 文献 都 搜集 在 这 里 。 
[48] H.S. Taien:; Advances in Appl. Morchaniea IV Academic Presa, Ne 
York, i1956), 
时 本 书 中 对 于 在 第 9 章 中 求全 涉及 到 的 酉 图 型 右 程 的 应 用 , 以 及 必须 同时 蚀 用 
过 办 层 社 的 情形 , 邵 关 于 Wn 的 糖 粘性 流 扩 吸入 流 的 解 裔 ,者 有 详尽 的 论述 。 
L492 高 见 颖 好 ; PLR 法 ,日 本 物理 举 会 志和 钥 损 ,13 (1959), No. 1 
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本 文 也 蕉 一 个 阐 洁 的 解 裔 书 。 
与 PLK 法 有 关 的 极 交 东 多 ， 除 与 本 省 党 有 让 楼 关 荣 的 成 可 贞 其 他 答 广 
代 千 的 外 要 府 共 有 代表 性 的 于 下 : 3 
[501 YY. H. Kuoo: J. Math. Phye., $2 (1959), 83. 
[51] G3. B. Whitham: Proc, Roy, Soc., 201 (1950), 89; 209 (1950), 571. 
[52] 0. 0. Lin: J. Math. Phyg., 33 (1954), 117, 
[68] PP. A. Fox: 3, Math. Phyg., 34 (1055), 139， 
[S54] 9. F. Carriar: Advancea in ApPpl. Mech., IIT (i1989), 1; 
SY OJ, UU. CookEe: J. Phys, Soc, Japan, 11 (1956}), 1181, 
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